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AVVERTENZA DELL’AUTORE

Enunciamo un’ovvietd sostenendo che P'oggetto di cui la filosofia della
scienza contemporanea quasi ossessivamente si occupa & costituito dalla filo-
sofia della scienza stessa, dai suoi meandri, dai suoi sommovimenti, mentre
il fatto scientifico sembra ormai rimosso dal suo otizzonte, trasfigurato com’e
in una schematizzazione ormai mitica. Non che una simile attitudine debba
necessariamente comportare un circolo vizioso, ché una qualche variante ri-
spetto alle speculazioni anteriori dovrd pur motivare una nuova pubblica-
zione; certo & che il dato di fatto della scienza non pare piti meritevole d’os-
servazione, giacché — da quanto ci risulta — la filosofia della scienza non co-
stituisce un fatto scientifico.

In filosofia della matematica — ammesso che sia lecito aspettarsi I'esi-
stenza di una branca della letteratura degna di questo nome — la situazione,
& vero, presenta alcune differenze: qui ci si interessa di logica, oppure, laco-
nicamente, si fa della logica. E forse un caso che Hilary Putnam in una
recente enciclopedia passi in rassegna le filosofie della matematica’ in coda
alla voce intitolata alla logica?

Cid che le matematiche richiederebbero al filosofo & d’individuare la
singolaritd della loro apparizione in seno al sapere, non di forzarle all’in-
terno di una visione del mondo (supposta in grado di esplicarne la natura)
che ne determini una volta per tutte !’ ‘ essenza’, eventualmente anche in
anticipo sulla loro venuta, pet rinvenirne successivamente la traccia (non &
cosi che si va in cerca di quanto di dialettico popola le matematiche?). Al-
trove (cfr. 1. Lakatos, Proofs and refutations) la matematica appare ridotta
a banco di collaudo di una corrente epistemologica il cui contributo fonda-
mentale si esplica in ricostruzioni ‘razionali’ che, versioni caricaturali dei
dialoghi platonici (con un sense of bhumour piuttosto greve), costituiscono
vere e proprie finzioni epistemologiche, nuovo ramo della
fantascienza.

Eppure, la matematica possiede livelli di realtd alquanto sottili (sicura-
mente pitt ricchi e articolati di quelli configurati dalle epistemologie), adotta
procedimenti d’indagine suoi propri ed & inoltre portatrice di delimitazioni
tematiche e criteri d’interesse che obbediscono ad un ritmo specifico: in
quanto tale, essa espelle come caratterizzazione estrinseca ogni coercizione
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a schemi di pensiero che le sono estranei. Il compito d’accostarsi alla fisio-
nomia che contraddistingue le matematiche esige dunque, in via preliminare,
che ci si disponga all’ascolto di quanto esse hanno da dirci, nei modi a loro
consoni.,

Per parte nostra, abbiamo tentato di introdurci nell’edificio lungo il filo
fornitoci dalle manifestazioni di un concetto (struttura matemati-
ca) che ha avuto la pretesa di riassumere la forma generale dell’oggetto
matematico, seguendo il percorso descritto da alcuni episodi relativi alla sua
apparizione e tematizzazione. La mancanza di letteratura specifica sull’argo-
mento — in contrasto coi fiumi d’inchiostro dedicati all’accezione generica
del termine (dalla filosofia alle ‘ scienze umane’), tanto ampia quanto vacua
— ci & sembrata una motivazione sufficiente per questo lavoro.

Esso non nutre tuttavia ambizioni di completezza informativa: per esem-
pio, non si fa menzione della teoria dei modelli in quanto disciplina auto-
noma, né sono prese in considerazione le matematiche applicate, dove il dua-
lismo tra invenzione e scoperta delle strutture troverebbe forse la sua mani-
festazione pid appariscente. Pure, il nostro approccio alla matematica in senso
stretto si limita, in fin dei conti, ad esaminare alcune versioni di un’esplici-
tazione concettuale e ad osservare in talune situazioni singolari delle strut-
ture modalitad attraverso le quali la materia matematica si raduna attorno a
forme astratte, tralasciando tanto di reperire il luogo di elaborazione arigi-
naria delle singole strutture, quanto di avanzare giudizi di valore sulle teo-
rie che le inquadrano, compiti, questi, di pertinenza pid dello storico e del
matematico, come si dice oggi, ‘ militante .

Nelle teorie che prenderemo in esame, assisteremo a descrizioni di mon-
di popolati, ciascuno a suo modo, dalle strutture: uno spettacolo, crediamo,
degno di meraviglia. Se, secondo il detto platonico, non & che da questa
disposizione d’animo che scaturisce la filosofia, il medesimo contegno sembra
necessario per poter recepire il discorso matematico, dswela significando ori-
ginariamente un modo particolare di vedere, una forma di contemplazione.
I rischio a cui la filosofia si espone & allora la difficoltd d’individuare una
tematica propria al di 13 dell'impatto con teorie di cui riesce a formulare una
semplice versione metaforica. Seppure la sola constatazione del paesaggio
teorico che incontreremo paia suggerite considerazioni che — rapportate al-
sulla circostanza piti generale che le parole sulle teorie possano
costituire qualcosa di pid dello scarno commento del matematico (che, pur
adottando determinati criteri di giudizio, ne riduce inevitabilmente 1’argo-
mentazione a poche righe di circostanza, non parendogli chiaro — forse non
a torto — fino a che punto il discorso, una volta dirozzato e approfondito,
possa restare significativo), sull’eventualitd, insomma, che una filosofia della
matematica abbia veramente da esistere, non sapremmo in effetti dare rispo-
sta. L’esercizio occasionale con cui ci siamo cimentati & stato, assai pid mo-
destamente, quello di commisurare lo spettacolo delle teorie che ci siamo
trovati di fronte ai termini esemplari della filosofia della matematica a cui
siamo stati educati.

Milano, 1980-1984.
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IPOTESI PER UNA TEORIA DELLE FORME

Universalia ante rem

Nel 1904 Maxime Bécher s’interroga, sulle pagine di un’autorevole
rivista !, su che cosa la matematica sia, cercando evidentemente una qual-
che dichiarazione d’essenza, una ‘ definizione reale’ le cui versioni tra-
dizionali — che vorrebbero la matematica scienza della quantitd, ovvero
del numero e dello spazio? — appaiono manifestamente inadeguate, la
loro fallacia essendo palesata dalla mera constatazione di emergenza di
nuove regioni teoriche: Bocher cita geometria proiettiva, algebra della
logica e teoria dei gruppi astratti come rappresentanti della refrattarieta
all’alloggiamento in simili categorie. Si prospetta allora una doppia pos-
sibilita di riformulazione: da una parte si potranno avanzare congetture
sulla natura delle entitd con cui la matematica ha che fare, ricercare una
loto caratterizzazione ontologica che oltrepassi le casistiche in grado di
esibire soltanto semplici eterogeneita e che invece vada in cerca di « ras-
somiglianze recondite », soggiacenti alle varietd degli enti che le mate-
matiche presentano, individuando in un « aspetto comune » in tal modo
rinvenuto « 'unico reale oggetto dell’indagine matematica » ®. Dall’altra,
« abbandonando il tentativo di caratterizzare la matematica attraverso i
suoi oggetti di studio, si potra cercare nei metodi che le sono propri la

1 Maxime Bocher, The fundamental conceptions and methods of mathematics,
« Bulletin of the American Mathematical Society », X (1904).

. 2 Bbcher annota come tali concezioni riuscissero naturali anche a un Hamilton
o a un De Morgan.

3 Bécher, op. cit., p.116.
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sua caratteristica distintiva » *, Scelti a campione di questi paradigmi
vengono citati Alfred Bray Kempe e Benjamin Peirce rispettivamente,
mentre per la possibilitd di combinare le due vedute Bocher azzarda
il nome di Russell.

Peirce, padre del filosofo Charles Sanders, accorderebbe dunque
privilegio all’aspetto inferenziale della matematica. Ma il riferimento &
ambiguo: si fonda su due concise pagine introduttive alla Linear Asso-
ciative Algebra che Peirce divulgd in un’edizione semiclandestina del
1870 e che venne ristampata postuma undici anni dopo sull’« American
Journal of Mathematics ». Anche Peirce lamenta I'inadeguatezza della
vecchia definizione: i quaternioni sono per lui rivelatori del fatto che
voler restringere la matematica alla ricerca quantitativa & ormai inam-
missibile. Di fronte al proliferare teorico di metd Ottocento la richiesta
di un’unita che sopravviva allo smembrarsi dell’oggetto matematico tra-
dizionale sembra per Peirce trovare soddisfazione in un unico luogo co-
mune, quello della forma del ragionamento. Cosi troviamo in testa al
trattato suddetto la definizione secondo cui « la matematica & la scienza
che trae conclusioni necessarie » °. Ma in tal modo se ne allarga a dismi-
sura la portata, e benché Peirce si preoccupi di distinguerla sia dalla sco-
perta delle leggi, sia dall’assetto assiomatico (dal momento che la mate-
matica non & né induzione, né ipotesi), & tuttavia obbligato a rinvenirne
tracce « in ogni indagine, tanto morale quanto fisica », seppute le pro-
porzioni della sua presenza possano cambiare, e talvolta divenire evane-
scenti, tanto & elementare I’apparato deduttivo coinvolto, per esempio,
« nella maggior parte delle branche della storia naturale ». La sfera del-
la matematica & allora resa coestensiva con « l'intera ricerca dimostra-
tiva, in modo da includere tutta la conoscenza passibile di inseghamento
dogmatico » 6. Nondimeno Peirce non sta abbozzando, come potrebbe
sembrare, una forma di logicismo, perché I’identificazione tra matema-
tica e logica (attraverso argomentazioni un po’ oscure) viene da lui scar-
tata. Una posizione particolare, in questo quadro alquanto vago, & riser-
vata piuttosto all’algebra: al di 13 della solidale corrispondenza tra la
mente umana e 'universo che essa abita — sorta di armonia prestabilita
a cui Peirce sembra alludere in un capoverso della sua introduzione —, &

4 Ibid.
5 Benjamin Peirce, Linear Associative Algebra, « American Journal of Mathe-
matics », IV (1881), p. 97.

6 Tutte le citazioni da Peitce, op. cit., pp. 97-98.
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possibile far decantare dal ragionamento quanto compete al « puro la-
voro intellettuale », svincolato dal contingente su cui si esercita. Questo
processo di formalizzazione & appunto quello che conduce all’edificazione
dell’algebra, matematica sviluppata su simboli affrancati da « rappresen-
tazioni esterne o interpretazioni particolari » . Tre componenti fonda-
mentali concotrono a definire un’algebra: i suoi simboli e le relative
leggi di combinazione, ovvero il linguaggio; « i metodi dell’uso dei sim-
boli nel trarre le inferenze », il che costituisce la sua arte; infine, ap-
porto che non impedisce vita autonoma ai primi due, 'interpretazione
dei simboli, 0 — come la chiama Peirce — I’applicazione scientifica del-
Palgebra 3,

Questo &, press’a poco, quanto si offre ai commenti di Bocher. Ma
I'importanza dello scritto di Peirce non consiste certamente nella generi-
citad di questi cenni epistemologici, tanto pii che risulta mancante pro-
prio il luogo preposto alla loro esplicazione matematica, ossia un even-
tuale volume o capitolo dedicato — in conformita alle divisioni del ma-
teriale di cui si & appena fatta menzione — all’arte dell’inferenza, giacché
nessun libro fece seguito a quello intitolato al linguaggio dell’algebra,
che costituisce la parte rimanente del lavoro di Peirce. Tuttavia, a
dispetto del titolo, solo poche pagine trattano anche di questo argomen-
to e neppure esse (intervenendo in funzione introduttiva) fanno Iinte-
resse dello studio di Peirce, che risulta invece dal fatto che egli stia
esplorando un tipo di struttura inedito, appunto ’algebra lineare asso-
ciativa, situazione matematica di estrema generalitd a cui sottostanno
come casi particolari I’algebra ordinaria, gli spazi vettoriali e i quater-
nioni. Tra le righe di quest’indagine troveremmo spunti sull’assetto pro-
priamente astratto delle algebre (degni senza dubbio d’interesse, per
quanto non dal punto di vista dell’esposizione di Bbcher), ma non una
parola in pit nell’intento di giustificare o precisare il motto secondo cui
la matematica & deduzione. Pertanto, a meno di non ammettere in via
pregiudiziale la liceitd di definizioni taumaturgiche — il che ci riporte-
rebbe, nella forma se non altro, a quelle tradizionali da cui tanto Peirce
quanto Bocher dichiarano di voler prendere le distanze — la disamina

7 1bid.

8 Va notato che la natura di queste applicazioni & matematica, nel senso che
esse forniscono ‘ modelli’ nel senso usuale (cfr. Peirce, op. cit., Addenda: On the
Uses and Transformation of Linear Algebra, in particolare pp. 216-217). E inte-
ressante anche il valore che Peirce rivendica alla sua teoria in quanto allestimento
astratto.
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critica di Bdcher & priva di un retroterra matematico adeguatamente
sviluppato su cui esercitarsi, non ha anzi neppure un refetente teorico
a cui guardare: il suo bersaglio & un posto vuoto®.

Dove invece si giunge in possesso del contrappeso teorico di una
definizione verbale, delle modalita (o quanto meno di un riferimento bi-
bliografico) in cui questa trovi una sua attuazione o motivazione mate-
matica, & nel caso di Kempe. Ma conviene dapprima esaminare I'enun-
ciazione del suo punto di vista come & presentato da Bocher.

Suo assunto preliminare &, a parere di Bocher, la concezione secon-
do cui « gli oggetti di ogni discussione matematica ... sono in ogni caso
degli individui, eventualmente infiniti nel numero, ma pur sempre indi-
vidui distinti » °. I costituenti minimali della matematica sono dunque
insiemi. Ammesso questo, incontriamo subito diversificazioni: indi-
vidui accomunati in generi diversi possono comporre lo scenario di una
particolare indagine. Cosi in geometria elementare avremo a fare con
una promiscuitd di oggetti, punti e linee rette per esempio, e questi po-
tranno intrattenere tra loro relazioni di vario tipo, che connettono due
o pit oggetti (come la collinearita), anche di genere differente (& il caso
della relazione d’appartenenza, ‘ giacere su’). L’intervento delle relazio-
ni & irrinunciabile: esse costituiscono la carpenteria del materiale insie-
mistico, altrimenti inservibile, conferendogli forma. Ma forniscono an-
che — e cid entra in gioco a titolo fondamentale — tutta I'informazione
necessaria al loro proposito: anche le operazioni su elementi possono
esser trascritte senza complicazioni nello schema relazionale. I1 linguag-
gio delle relazioni & pertanto il linguaggio esplicativo in matematica;
giungiamo allora alla configurazione completa della concezione che lo
privilegia: secondo quest’ottica in ogni ricetca matematica si & di fronte
a una classe di oggetti congiunta a una classe di relazioni e « I'unico
problema di cui ci si debba occupare & se raggruppamenti ordinati di tali
oggetti soddisfano o non soddisfano le relazioni in questione » ' (ed &
tutto cid che, d’ora in avanti, prenderd il nome di matematica).

9 Sicché Bocher ha buon gioco ad avanzare riserve sulla vaghezza della defini-
zione di Peirce e gli riesce ancor pid facile invocare l'ineliminabile relativita dei
canoni di rigore dimostrativo. Ma dal momento che cita Boole, Peirce figlio, Schrs-
der, Peano e Frege come prosecutori di questo tipo d’impostazione, non si vede
perché non abbia assunto i lavori di questi autori per verificare l'attuazione di
queste vedute, il che gli avrebbe fornito un materiale adeguato d’osservazione.

. 10 Bocher, loc. cit., p.125.
1 Ipid., p.127.
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Un aggregato consistente di una o pid classi di individui e di una classe
di relazioni che li assumono come argomenti viene detto ‘ sistema mate-
matico ’: una corrispondenza biunivoca sugli oggetti di due sistemi, che
salvaguardi le rispettive relazioni, li apparenta allora in un’equivalenza
che in questa scelta prospettica diviene un’identificazione, dal momento
che, rispetto a questo punto di vista, essi risultano in-
distinguibili, 0 — come viene anche detto — « semplicemente isomotfi ».

Sennonché questa definizione della matematica non pare del tutto
soddisfacente, presentando un’escrescenza piuttosto imbarazzante. In-
fatti a questa veduta Bocher pud rimproverare — ragionevolmente, ci
sembra — che da quanto detto non si evince ancora che la matematica
sia una scienza deduttiva. In fin dei conti, osserva, il soddisfacimento di
una relazione si potrebbe constatare empiricamente, e sarebbe lecito chia-
mare matematica anche « la determinazione attraverso metodi sperimen-
tali di quali coppie di componenti chimici di elementi dati reagiscono
P'uno sull’altro quando vengano miscelati secondo condizioni presctit-
te » 2. Ma se a questa concezione concediamo I’aggiunta di un assetto
assiomatico, essa si ricongiunge al punto di vista di Peirce: se infatti in
matematica « non si fa uso dell’intuizione, ma soltanto di un certo nu-
mero di premesse esplicitamente formulate, non & necessario che si abbia
alcuna idea attorno a quale sia la natura degli oggetti e delle relazioni
che entrano in gioco in queste premesse » >, E in questo modo che le
rette e i punti della geometria piana divengono semplicemente due ge-
neri distinti di entitd, e ancora che la circostanza dell’individuazione di
una retta da parte di due punti & resa da una relazione di cui non si pre-
cisa altro se non che per ogni coppia di oggetti del primo genere ne esiste
uno e uno soltanto del secondo che sostiene con i primi due appunto
tale relazione: tutto cid « non esige alcuna intuizione specifica e nondi-
meno serve come base del ragionamento matematico nella stessa misura
della pid familiare proposizione in cui vengono adottati i termini di linea
e punto » . Cid facendo, saremo inoltre in grado di avanzare delle in-
terpretazioni del sistema eventualmente molto distanti da quella che ini-
zialmente tenevamo in considerazione. Questa attitudine nominalistica
— conclude Bocher — va diffondendosi sempre di pit: oggetti e relazioni
vengono trattati come puri simboli ed & possibile enunciare la massima

2 Jbid., p.129.
B Ibid., p.121.
“ Ibid., pp. 121-122.
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congeniale a questa forma di pensiero asserendo che « se esistono og-
getti qualsiansi del mondo fisico o di quello mentale con relazioni
tra di loro soddisfacenti le condizioni imposte ai simboli, allora questi e
questi altri fatti saranno veri al loro riguardo » ¥.

Non ci dilunghiamo sulle riserve che Bocher avanza anche a propo-
sito di questa definizione riaggiustata, né — per il momento — sulla sua
versione primitiva, precedente a questo emendamento. Ci importa piut-
tosto osservare che — stando alle parole di Bécher — Kempe fornirebbe
tutto il materiale occorrente per ’articolarsi di un linguaggio delle strut-
ture, anzi sarebbe il rappresentante precoce di questo  paradigma’. Ma
si sbaglierebbe nel considerarlo un antesignano del ‘ pensiero struttura-
le’, per lo meno nella forma in cui questo & inteso ordinariamente ed
& prefigurato da Bocher. Nondimeno il resoconto di quest’ultimo sugge-
risce precisamente questa impressione: resta dunque da chiedersi su che
cosa si fondi il giudizio di Bdcher. Inpanzitutto ad esso fa davvero ri-
scontro, come avevamo preannunciato, un sito teorico sufficientemente
eloquente? S{ e no: in nota all’articolo di B6cher vengono citati due
scritti di Kempe del 1894 e 1890 che illustrano le sue idee in modo in-
formale (« in a rather popular form »), mentre per dettagli pid tecnici
si & rinviati ai riferimenti bibliografici contenuti in questi testi.

Non ci resta allora che percorrere questo itinerario a ritroso nel
tempo, procedendo dall’essoterico all’esoterico: muovendo da un para-
digma in forma divulgativa per giungere al suo disbrigo matematico.
Constateremo in questo modo che la versione di Kempe fornita da Bé-
cher & infedele e, dopo aver accertato la circostanza di questa forzatura
o contraffazione, dovremo tentare di sbrogliarne la trama, interrogan-
doci sulle sue possibilita d’instaurazione. Infine, verranno azzardate al-
cune considerazioni che ci riterremo motivati con sufficiente ragionevo-
lezza a estrapolare da questa vicenda.

11 primo scritto che incontriamo, recante il petentorio titolo di Ma-
thematics *®, & congegnato secondo uno schema per certi versi analogo a
quello di Bécher: anche qui, infatti, si prendono le mosse dalle conce-
zioni tradizionali della matematica, dall’insoddisfazione rispetto alle defi-
nizioni a cui esse danno luogo. Sennonché in Kempe questa ¢ argomentata
in forma pid puntuale: non solo — ci vien detto — i matematici moderni

15 Ibid., p.122.
16 A, B. Kempe, Mathematics, « Proceedings of the London Mathematical So-
ciety », XXVI (1894).
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non troverebbero in quelle definizioni una risposta soddisfacente alla
domanda « cos’¢ la matematica? », ma & la natura stessa della risposta
che deve essere chiarita, precedentemente ad ogni sua formulazione, dal
momento che ammettere quest’ultima come esercizio di « un interesse
puramente speculativo, con cui il matematico specialista non avrebbe
nulla da spartire » ¥ significa precluderle ogni esito positivo. Per altro, la
constatazione che i matematici del passato hanno fatto compiere pro-
gressi alla loro scienza senza avvertire la necessitd di una sua « definizio-
ne in compendio » non deve comportare per Ieternitd lirrilevanza ai
fini del lavoro matematico di ogni tentativo di questo genere: infatti,
da una ricerca che « dirigesse I’attenzione sulla natura degli elementi es-
senziali del pensiero matematico ed alle cause a cui deve essere attribuita
la varietd delle proprietd matematiche, ci si potrebbe ragionevolmente
attendere lo schiudersi di nuovi territori d’indagine e Vindicazione di
linee di connessione tra argomenti matematici ritenuti finora fondamen-
talmente distinti » ®®. Per Kempe ¢ dunque I’aggancio con la realtd mate-
matica ad essere criterio discriminante: Iispezione dovra avvenire allora
all'interno di questa realtd, non pid al di sopra, come accadeva nelle
concezioni tradizionali, giacché queste non sembrano rivelare se non uno
scollamento irrimediabile tra ordine speculativo e ordine matematico: i
due paiono vivere ciascuno un’esistenza autonoma . La definizione di
cui si va cercando, per il momento, la semplice liceita, dovra essere per-
tanto il risultato di un’indagine su fatti matematici che si risolva in un
discorso matematico.

Draltra parte se si esamina il contenuto delle definizioni tradizio-
nali, pur prescindendo dalla loro inutilizzabilitd in sede di ragionamento
matematico, esse ¢i appaiono mere « reliquie di un tempo remoto »,
perché se & ancora possibile far passare per « quantita » quelle cosiddette
« immaginarie », solo « con un eccesso di immaginazione » si potrebbe
concedere che « le relazioni tra giudizi o la teoria delle sostituzioni co-
stituiscano lo studio della quantita o del numero, della figura o della po-

7 Ipid., p. 7.
18 Ibid.

9 La delimitazione delle rispettive competenze & a quel tempo tutt’altro che
chiara: basti pensare al fatto che Dedekind (uno degli esponenti, ciog, del rinno-
vamento della concezione della matematica) fa intervenire nel 1887 una sorta di
¢ appercezione trascendentale’ (la coscienza del proprio io) nel corso della dimo-
strazione di esistenza di un insieme infinito (Was sind und was sollen die Zablen?,
Braunschweig, Viewig & Sohn, 1969, p.14 [§ 66]).
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sizione » ®; tuttavia gli sviluppi recenti della matematica debbono esser
considerati parte integrante di questa scienza, « truly mathematical » allo
stesso titolo dei loro antenati. Incontriamo cosi un aspetto importante
della posizione di Kempe: quello del * riconoscimento * delle nuove zone
teoriche, emerse per germinazione spontanea nel corso del secolo e pur-
tuttavia cosi diverse da quelle che le hanno precedute da richiedere un
aggiornamento delle concezioni * speculative * che ospitavano le seconde
ma alla cui presa le prime sfuggono. Se le procedure d’accettazione, com-
pito eminentemente filologico, debbono prolungarsi in una nuova defi-
nizione, questa dovra dunque essere esplicativa della natura delle nuove
entita e chiarificatrice dell’intero edificio: il luogo comune del vecchio e
del nuovo (un’essenza dunque) dovra esprimere un sottofondo necessi-
tante, in grado di rivelare i meccanismi secondo i quali i differenti ter-
ritori sono architettati; i meccanismi, per lo meno, da cui questi si la-
scino addomesticare .

Occorre allora avvicinarsi alle novitd che la matematica esibisce ed
al loro riguardo la caratteristica preminente che Kempe rileva ¢ quanto
potremmo dire la loro conformita al discreto, di cui gia Bécher aveva
fornito un resoconto. Kempe cita un giudizio a proposito di Klein, in
cui s’individua questo scenario nella predominanza assunta dalle teorie
che hanno a fare con quantitd’ discrete (come la teoria dei gruppi),
rispetto a quelle che trattano con quantita continue. Ma non & tanto uno
slittamento d’interessi che Kempe ha di mira, quanto — come chiarisce
subito dopo — I’assetto dell’oggetto matematico in genere: questo & uno
spostamento di precedenze (il discreto prima del continuo) che
descrive un evento di importanza strategica fondamentale, un evento che
attraversa il secolo e di cui Kempe non & che un’oscura comparsa. Co-
stui, molto pit semplicemente, si esprime asserendo che « i matematici
hanno iniziato ad apprezzare il fatto — piuttosto ovvio una volta che ven-
ga notato — che essi in ogni indagine hanno a fare con un numero di

2% Kempe, op. cit., p. 7.

21 A questa esigenza di chiarificazione Kempe aggiunge, forse con eccesso di
ottimismo, una conseguenza di feconditd: I'apertura, come s’& detto, di nuovi campi
d’interesse. Cid rappresenta certo un atto di fede a proposito di un’attivitd dai
contorni spaventosamente vaghi, semina alla cieca di una semente sconosciuta da
cui ci si attende comunque un raccolto (del resto la stagione storica era propizia)
e che pud designare tanto il dislocamento di un’attitudine del fare matematica (la
proposta di un nuovo ¢stile’), quanto un ritorno chiarificatore sul terreno acqui-
sito: ma tanto basta per delineare i requisiti che I'impresa doveva assolvere agli
occhi di Kempe. )
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nozioni individuali (individual conceptions) » 2, per quanto queste sianc
suscettibili nei diversi casi di assumere i connotati pid disparati. Cid
di cui va dicendo Kempe & dunque la possibilitd delle entitd matemati-
che di erigersi ad insieme #: ma cid non basta ad individuare I’argomento
della matematica. Infatti « i diversi individui presi in considerazione non
sono semplicemente mescolati assieme in un agglomerato caotico, ma
intrattengono relazioni I’'uno con Paltro, le quali li costringono a esibire
una disposizione ordinata, a raggruppatsi in insiemi, a comporre quei dif-
ferenti sistemi di individui che si presentano nello studio delle differenti
branche della matematica » #*. D’altra parte, i « moderni matematici te-
deschi » hanno portato alla luce nuove connessioni tra queste branche,
rivelando in tal modo apparentamenti reconditi tra soggetti in apparenza
del tutto distinti. Ma se le divisioni tematiche tradizionalmente ammesse
appaiono cosi del tutto arbitrarie, che cosa riunisce queste separazioni
presunte, cosa mai & in grado di accomunare sotto la superficie quello
che, al di sopra, & distinto? E una corrispondenza, risponde Kempe, che
si mostra sussistere tra i due soggetti: « ad ogni cosa individuale, rela-
zione o proprietd che sia di importanza matematica nell'un caso, corri-
sponder3 una cosa individuale, una relazione o una proprieta nell’altro »

2 Kempe, op. cit., p. 8.

2 Quella di Kempe & pertanto una testimonianza dell’ anamorfosi del-
’oggetto matematico in insieme. Resta vero che Pinstaurarsi di una
simile prospettiva si accompagna storicamente a vicende quanto mai pregnanti tra
discreto e continuo: nasce ufficialmente’ in seno all’analisi in risposta a sue ne-
cessita interne con i lavori di Cantor sulle serie trigonometiche; in seguito ve ne
istituisce il dominio attraverso laritmetizzazione dei reali nella sua versione pid
appariscente delle successioni fondamentali’, per poi affrancarsene imponendo il
suo governo altrove con la considerazione di insiemi ©astratti’. Ma & ancora all’in-
terno della precedente configurazione (limite di successioni) che prende forma il
sogno cantoriano di buon ordinamento del continuo, pretesa indubbiamente molto
impegnativa ma con cui era naturale confrontarsi una volta che il meccanismo fosse
stato messo in moto: se esaudita, essa ne avrebbe in effetti garantito la presa onni-
comprensiva. L’approntamento di un’ottica insiemistica come sottofondo ontologico
del discorso matematico, per quanto suggerita da indagini condotte sul campo che
la proponevano come trattamento adeguato della questione in esame, resta in certo
modo una scelta ‘pregiudiziale’ nei confronti della rilevanza che assumerd in
seguito come linguaggio unificante. Se si & disposti a concedere che in matematica
{come altrove) vige il libero arbitrio, il momento di elezione di questo punto di
vista (come ‘scelta’ di fronte ad altre possibilit eventuali) non ci pare sia stato
esaminato appropriatamente, al di 13 di un suo inserimento entro qualche irresi-
stibile dispositivo teleologico come, per esempio, la lettura che ne di Bourbaki.
Ma tutto cid esula dagli avvenimenti locali di cui stiamo stendendo il racconto.

2 Kempe, op. cit., p. 8.
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e per quanto individui, relazioni e proprietd possano diffetire profon-
damente nelle due occorrenze « in mezzo a questa diversitd permane
qualcosa dei due sistemi che ne motiva la rassomiglianza e ci abilita a
stabilire una corrispondenza tra loro. Questo qualcosa ¢ noto come
‘forma’ (form) » 5.

Risolvendosi in una mera sinonimia (forma = struttura), la ver-
sione ‘ popolare * di Kempe sembrerebbe essere effettivamente foriera di
una veduta ‘ strutturale ’, giustificando in tal modo I’esposizione datane
da Bécher. Ma la concordanza riposa pid sulle intenzioni che altrove: fin
qui sappiamo infatti che sul retroscena delle apparizioni diversificate del-
le entitd matematiche agisce un meccanismo che — spogliati i sistemi dei
loro rivestimenti ‘ avventizi® — rivela invarianze e regolarita della lotro
configurazione ‘oggettiva’. Di questo conio indifferente alla materia
che impronta resterebbero tuttavia da precisare i modi d’instaurazione,
esplicitando — per usare il motto di Kempe — quanto & « di importanza
matematica »: quello che & lecito trascurare delle peculiaritd di un si-
stema senza farlo decadere in una generalitd amorfa. Ma le parole che
Kempe spende in proposito non sembrano rispondenti alle nostre aspet-
tative: cid che per lui assicura il gioco delle essenze proviene infatti dal-
la semplice circostanza che « questo e quell’individuo, questa e quella
pluralita differiscono, mentre questa e quest’altra no » *. C’¢ dunque da
chiedersi come Bocher pensi di render conto di tutto cid. Dall’estrema
vaghezza della formula forse ne sospetta la natura metaforica: del re-
sto, come distinguere tra le righe della divulgazione quello che & meta-
fora da quello che non lo &? Oppure si ritiene autorizzato ad omettere
dalla sua parafrasi questo dettaglio, considerandolo irrilevante, o al con-
trario pensa che, tutto sommato, potrebbe anche starci. Comunque stia-
no le cose, Kempe * precisa’ subito dopo che se delle particolarita degli
individui e delle relazioni che concorrono a definire i campi d’indagine
della matematica conserviamo precisamente quanto si & detto, non per
questo ci ritroveremmo ridotti a manipolare « un cumulo di ossa sec-
che »: la forma, infatti, sopravvive a questa spoliazione. In che cosa poi
questa consista, & detto poco sotto: « gli individui simili e dissimili e ie
pluralitd contenute entro una pluralitd pid estesa devono essere distri-
buiti in qualche modo all’interno dell’intera massa di individui che com-
pongono questa pit ampia pluralith. Ed il modo in cui questa distribu-

5 Jbid., p. 9.
% Ibid.
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zione & effettuata fornisce a quest’ultima una forma caratteristica, che
pud essere la stessa o diffcrire, nel caso di due pluralitd con lo stesso
numero di individui » 7.

Sennonché neppure gli esempi che Kempe arreca sembrano decisivi
per diradare la metafora: ci viene detto che i vertici di un tetraedro
regolare non differiscono I'uno dall’altro sotto nessun rispetto e che 1'i-
dentica osservazione vale per le coppie che individuano gli spigoli del
solido, come per le triadi che corrispondono alle sue facce. Se si confron-
ta questa situazione con quella che si riscontra nel caso dei vertici di
un quadrato, avremo che se entra in gioco lo stesso numero di elementi
e se essi « non differiscono sotto nessun rispetto 'uno dall’altro », come
nel caso precedente, tuttavia la situazione cambia se si considerano le
loro coppie, perché in questo caso le coppie che individuano i lati della
figura sono distinte da quelle che rappresentano le diagonali: i due *si-
stemi ’ di entitd sono dunque portatori di forme differenti. Incontriamo
invece un’identita di forma nel caso seguente: da una parte si conside-
rano i ventiquattro triangoli che si ottengono dalle facce del tetraedro
regolare congiugendo i vertici di ciascuna di esse con il punto medio
dello spigolo a cui il vertice in questione non appartiene. Abbiamo in
tal modo due insiemi consistenti di dodici triangoli sovrapponibili; abo-
lendo questa distinzione (ammettendo ciog la possibilita di ribaltare i
triangoli) si ottiene un insieme di ventiquattro triangoli ‘ simili’, ognu-
no dei quali pud essere univocamente individuato da una quadrupla or-
dinata comprendente i quattro punti del tetraedro: sicché il sistema
pud essere espresso attraverso I'insieme delle permutazioni dei suoi ele-
menti. « Differente nel carattere » ma portatore della stessa forma & il
sistema che si ottiene considerando quattro variabili indipendenti xi1,
X2, X3, X1, e le funzioni del tipo ax1 + bxs + cxs + dxs che esse for-
mano con quattro diversi coefficienti 4, b, ¢, d, ottenute attraverso le
possibili permutazioni delle variabili. Se non nutriamo dubbi sul fatto
che nei due casi si incontri una stessa ‘situazione ’ (il gruppo simme-
trico di sostituzioni su quattro lettere), resta per altro da intendersi su
che cosa Kempe voglia esprimere attraverso essa. Ma nel testo ci viene
detto semplicemente che « la forma fornisce un campo illimitato di in-
dagini matematiche », ed anzi « il suo studio & coestensivo con la mate-
matica stessa », dal momento che « tra due soggetti che hanno la stessa
forma & possibile stabilire un’esatta corrispondenza tra le loro proprieta

7 Ibid., p. 10.
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matematiche, per quanto essi possano differire profondamente sotto altri
punti di vista » e che « queste loro altre caratteristiche [. ..], matemati-
camente parlando, sono del tutto irrilevanti » %.

Il secondo testo citato da Bocher ® concerne ancora le essenze ed i
rivestimenti sotto cui esse amano celarsi, Alla domanda che ne motiva
retoricamente lo svolgimento (« su che cosa si esercita il pensieto esat-
to? ») si risponde quello che gid immaginiamo: il suo contenuto essen-
ziale consiste nello studio di forme, delle quali viene data la seguente
definizione: « ogni sistema di entitd possiede una forma definita dovuta
al numero delle sue entitd componenti ed al modo in cui la distinzione
e lindistinzione di entita, collezioni di entita e loro aspetti sono distribui-
te entro il sistema » ®. Tuttavia la comunanza di forma che viene qui
esiernata & piuttosto debole, e non pud essere ragionevolmente addotta
a esemplare di ‘isomorfismo’ in nessun senso: del resto, lo stesso
Kempe si esime dal patlare di una stessa forma posseduta simulta-
neamente dai due soggetti considerati. Il primo di questi consiste nella
« teoria geometrica dei punti », dei quali Kempe si affretta a rilevare
— secondo un procedimento a cui cominciamo ad avvezzarci — la
completa omogeneita: « tutto quello che pud esser detto sui punti come
entitd individuali & che essi sono tutti esattamente uguali 'uno rispetto
all’altro; nessuna osservazione pud esser fatta a proposito di uno di essi
che non possa essere ripetuta a proposito di ciascuno degli altri » .

% Ibid., p.13. Quanto all’« universale linguaggio dei simboli che, a ragione,
¢& stato detto da Sylvester essere la matematica sotto altro nome, ossia I'algebra »
(ibid.), esso — a parere di Kempe — effettua un’operazione perfettamente analoga
a quella appena descritta: separa, cioe, i fatti matematici dalle accidentalitd in cui
si presentano per riproporre « I’elemento soggiacente essenziale — la forma — in
una foggia pid confacente allo scopo dell’indagine, ovvero quella composta di for-
mule e simboli algebrici » (ibid.); allo stesso modo si & passati, qui, dai vertici del
tetraedro alla loro traduzione °letterale’. « Sarebbe interessante — aggiunge (p.
14) — analizzare i differenti modi di rappresentazione algebrica per mostrare come
essi rappresentino tutti semplicemente delle forme»: sulla possibilita di questa
¢ dimostrazione® — afferma poi — non dovrebbero esservi dubbi.

La definizione ¢ provvisoria’ che Kempe propone per la matematica & allora
la seguente (p.15): « La matematica & la scienza che indaga sulle caratteristiche
di ogni argomento del pensiero dovute alla concezione per cui esso consiste in un
numero di individui differenti e no ».

2 A. B. Kempe, The Subject-Matter of Exact Thought, « Nature», XLIII
(1890).

30 Ibid., p.162. Sul termine ¢ aspetto’ cfr. la successiva nota 32.

3 Ibid., p.157.
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Neppure le coppie di punti sembrano in grado di esibire differenze:
occorre passare alle considerazioni delle triadi per veder apparire le pri-
me distinzioni. In questo caso la divisione si compie tra triadi colli-
neari e no’: questa dicotomia & di « importanza fondamentale » per
quanto riguarda le proprietd proiettive della geometria, alle quali lo
studio di quelle ‘ metriche ’ pud essete ricondotto come caso particolare.
Tuttavia, aggiunge Kempe, non sono la collinearita o la non-collinearita
a costituire I’argomento di considerazione del geometra: & un « rivesti-
mento accidentale » quello che vuole una triade collineare di punti gia-
cente su una stessa retta. Quello che & realmente essenziale & invece
che le triadi concepibili appartengano a due specie distinte e che la loro
distinzione riposi su leggi che regolano la loro distribuzione in seno al
sistema. Enuncia allora un insieme di sei assiomi al riguardo *.

32 Essi suonano cosi:

{(abp) e (cdp) = 3 q: (aqd) e (bqc);

(abp) e (cdp) — T r:(adr) e (bre);

(achb) e a~b = a~c~b;

a~b — Y ¢ (abc) e (bac);

Se 4, b, ¢ formano una triade collineare, e cosi pure b, ¢, d, allora anche

a,¢,d e a,b,d ne formano una;

6. Nessun punto & assente dal sistema se la sua presenza & coerente con le
precedenti leggi;

dove si intenda con (4 & c¢) una triade collineare in cui # & il ‘medio’, 4, ¢ gli
‘estremi’ e (¢bc) & (chba) (la relazione & simmetrica rispetto agli estremi);
P’equivalenza tra due elementi (2 ~ b) sta a significare che per ogni relazione che
uno di essi sostienz con una determinata collezione di elementi, la stessa relazione
& sostenuta dall’altro con la stessa collezione di elementi, e viceversa, il che
differisce pertanto dal dichiararne I’ ¢ indistinguibilita ’.

Kempe afferma che la distribuzione delle triadi in conformiti alle leggi enun-
ciate comporta « un’analoga regolaritd di distribuzione di collezioni distinte e indi-
stinte di un qualsiasi numero di punti » (p. 158). Accanto a queste collezioni con-
sidera i loro ‘aspetti’: con questo termine, ci si dice, si intenderd « l’apparire di
una cosa sotto determinate condizioni. Se queste vengono alterate, avtemo diffe-
renti aspetti della cosa» (ibid.). Matematicamente tutto cid si traduce in succes-
sioni ordinate dei punti della collezione: se per esempio questa consiste nella cop-
pia a,b allora ab e b a rappresentano due differenti ¢ aspetti’ della coppia (i soli
possibili, per altro). Ogni collezione possiede cosi un certo numero di aspetti a cui
si giunge combinando i punti in modo da ottenere ogni loro possibile ordinamento:
di questa molteplicitd di aspetti, alcuni differiscono da cetti altri ma non tra loro
e «questi aspetti distinti e indistinti sono regolarmente distribuiti entro il siste-
ma », concordemente alla distribuzione delle triadi collineari e no secondo le leggi
date. A causa di questa distribuzione regolare di collezioni ed aspetti, un sistema
& portatore di una ¢ forma’ specifica, la quale rappresenta 'unico reale argomento
essenziale (subject-matter) del pensiero esatto nello studio di un sistema di punti
(cfr. p.159).

MR SN
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L’altro argomento preso in esame & « la teoria logica delle propo-
sizioni »: anch’essa, spogliata delle credenze che solitamente I’accompa-
gnano, si riduce allo studio di un sistema di entita individuali, * indistin-
guibili * 'una dall’altra. Dal momento che due proposizioni possono im-
plicarsi o escludersi a vicenda, o una pud implicare I’altra e via dicendo,
sembrerebbe che le coppie di proposizioni siano portatrici di ‘ differen-
ze’: ma ci viene detto che questa ¢ solo un’impressione, dovuta al rife-
rimento implicito al vero e al falso, che sono classi d’equivalenza di cer-
te entita del sistema. Occorre invece riferirsi alle triadi — come nel caso
precedente — perché delle differenze possano manifestarsi: cosi le triadi
si suddividono in ‘ lineari ’ e no, le prime essendo individuate da un in-
sieme di cinque assiomi « che ne regola la distribuzione entro il siste-
ma ». E precisamente tale distribuzione che « definisce completamente il
sistema come quello in possesso di tutte le proprieta di cui realmente si
occupa il logico quando studia le relazioni tra proposizioni » .

Che cosa motiva allora I'esame in parallelo delle due teorie? Sem-
plicemente la circostanza per cui i due sistemi assiomatici coincidono ad
eccezione di un assioma, che compare nel primo caso (e che asserisce
che due rette possono intersecarsi solo una volta) * ed & omesso nel se-
condo. Non si ha pertanto un’identitd di forma tra i due sistemi e nep-
pure se ne azzarda un’inclusione in termini di « sottosistema »: Pappa-
rentamento che Kempe ne ricava consiste semplicemente nell’osserva-
zione che « se in geometria questa restrizione venisse rimossa, lo studio
dei punti coinciderebbe — in tutto cid che & essenziale — con quello del-
le proposizioni » ¥,

Kempe non si dilunga ulteriormente sulle connessioni intercorrenti
tra i due sistemi, se non per constatarne un medesimo stile di tratta-
zione, se cosi si pud dire: una pulizia dai sedimenti culturali che li ri-
coprono, a cui sarebbe demandata — attraverso meccanismi ancora oscu-
i — D’esibizione delle rispettive ‘ forme’. Ed a questo tipo di presenta-
zione, aggiunge Kempe, & possibile sottoporte rette, curve, superficie,

38 Jbid., p.160. Anche in questo caso Kempe afferma che «la distribuzione
uniforme di coppie e triadi di proposizioni comporta una simile regolaritd di distri-
buzione di collezioni distinte e indistinte di un pii ampio numero di proposi-
zioni ». Tutto cid, unitamente alle considerazioni sugli aspetti, comporta che il
sistema possieda una ¢ forma’ e debba le sue proprietd ad essa « precisamente allo
stesso modo in cui cid accade nel caso di un sistema di punti».

34 Sj tratta dell’assioma 5 dato nella nota 32.
35 Ibid., p.161.
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trattandosi in ogni caso di individui (indistinti tra loro e distinti da al-
tri, come un piano lo & rispetto a una retta o ad un punto), che debbono
le loro proprietd alle relazioni che sostengono 1'uno con l'altro ed a
quelle che sostengono con i punti *. Ma anche vettori, quaternioni, ma-
trici « e perfino algebre » sono passibili di un analogo trattamento: an-
che in questi casi si ha a fare con semplici entitd le cui proprieta deri-
vano dalle relazioni che esse intrattengono tra loro e con altre entita, e
« tutto cid che & essenziale in queste relazioni dipende semplicemente
dal fatto che certi individui, coppie, triadi ecc., e i loro aspetti, sono
distinti I’'uno dall’altro, mentre certi altri sono indistinti, ed hanno una
distribuzione specifica » ¥, Con cid si ha anche una ‘ forma’ ed & soltan-
to questa ad entrare in considerazione, se ci si libera dalle abitudini ac-
cidentali che il pensiero ha contratto nel modo di concepire le differenti
entitd matematiche *.

In un articolo dello stesso anno * (di cui quello che abbiamo ap-
pena esaminato costituisce la versione divulgativa), Kempe si sofferma
piti diffusamente sugli stessi argomenti, chiarendone i meccanismi costi-
tutivi ed elargendo qualche altra considerazione sulle ‘ forme ’. Si tratta
qui di un sistema di entitd ‘ indistinguibili * 'una dall’altra, « all exactly
alike », nel senso che se una di esse sostiene una certa relazione con una
determinata collezione delle restanti, ogni altra entitd del sistema so-
sterrd la medesima relazione con una collezione di altre entitd, * indi-
stinta’ dalla precedente: qualcosa di pit impegnativo, dunque, della
semplice assunzione di un insieme (privo di struttura). Sul sistema, che

36 Kempe precisa tuttavia che la circostanza per cui un punto giace su una
curva’ non rappresenta altto che un rivestimento accidentale di quanto realmente
conta, cioé¢ che «le coppie di entitd consistenti in una curva ed un punto che
glace su di essa sono distinte da quelle per cui questo fatto non si verifica e che
i due tipi di coppie sono distribuiti all’interno dell’intero sistema di punti e curve
in modo definito » (ibid.).

37 Ibid., p. 162,

3 A prescindere dagli accenni (ancora tutt’altro che rassicuranti) alle questioni
di ‘forma’, ai modi in cui questa s’instaura o si riconosce, il tutto restando cir-
condato dalla vaghezza pili esasperante, sembrerebbe che Kempe sottolinei in que-
sto caso l'assetto assiomatico di una teoria (la forma procedendo ‘di conserva’).
Un sistema d’assiomi determinerebbe implicitamente le entitd di cui tratta °rego-
landone la distribuzione ’, come dice Kempe: il che consente di stimare ogni altra
considerazione un rivestimento accidentale o ‘agente di disturbo’.

3 A. B. Kempe, On the Relation between the Logical Theory of Classes and
the Geometrical Theory of Points, « Proceedings of the London Mathematical
Society », XXI (1890).
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Kempe chiama sistema di base, viene definita una relazione ter-
naria (‘ linearitd’), attraverso gli assiomi:

. (abc) & (cha)

. (abp) e (cpd) > I g : (aqd) e (bgc)

. (apb) e (cdp) = 3T q : (adq) e (bgc)

(acb) e a=b —->a=c=b

Ve a=b-—(abc) e (bac)

« Nessuna entitd coerentemente (consistently) ammissibile nel
sistema ne & assente » (legge di continuita).

MR w N =

Quanto a quest’ultima « legge » — di cui abbiamo gia incontrato una
versione analoga nell’articolo precedente ® — essa sembrerebbe espri-
mere un’esigenza simile a quella hilbertiana di non estensibilita della
retta nell’assiomatizzazione della geometria (assioma di completezza).
Ma la sua formulazione resta vaga: & una sorta di completezza che si ha
di mira (ogni possibile esiste, ci si dice), ma per quanto concerne il pro-
seguimento dell’articolo Kempe richiederd a questo assioma semplice-
mente di assicurare la chiusura delle operazioni che verra definendo, per
esprimersi solo incidentalmente sulla cardinalitd che esso impone ai suoi
‘modelli’. In guisa di dilucidazione si adduce ad esempio la postula-
zione d’esistenza di un ‘ medio’ per ogni coppia di  estremi’, in modo
che la loro triade risulti ‘ lineare’, o ancora che per ogni tre entitd del
sistema @, b, ¢ ne esista una quarta x che formi con esse le triadi li-
neari (axb), (axc), (bxc)*. Per la posizione che assume rispetto alle
prime tre componenti, ’elemento x viene detto loro ‘ risultante simme-
trica’ ed una volta accordatane lesistenza, la relazione che esso intrat-
tiene con i precedenti elementi definisce a tutti gli effetti un’operazione
ternaria {4, b,c} = x, la cui univocitd & conseguenza degli assiomi. At-
traverso ‘ necessitd ’ analoghe, Kempe deriva lesistenza di un ‘ inverso’
7 per ogni elemento z del sistema. Le proprietd che contraddistinguono
gli ‘inversi’ sono la loro univocita rispetto ad un elemento dato, la
simmetria della relazione che intrattengono con esso ed infine che per
ogni elemento a del sistema si ha (z 4 7).

40 Cfr. nota 32.

4 In effetti Pomissione dell’elemento x significherebbe supporre ¢assente”’
dal sistema cid che potrebbe non esserlo, contravvenendo alla ‘legge di conti-
nuita’. Quanto alla prova di ‘consistenza’ di simili postulazioni di esistenza, nes-
sun criterio viene enunciato, né le interpretazioni di cui il sistema d’assiomi verra
mostrato suscettibile paiono essere addotte in tal senso.
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A partite da questo materiale Kempe appronta la costruzione di
un’ ‘ algebra’: si inizia con l'introdurre nuove operazioni (binarie) at-
traverso 1’assunzione di una coppia di inversi z, 2, come parametri delle
¢ risultanti simmetriche ’ che essi formano con ogni altra coppia di ele-
menti del sistema *>. Abbiamo in tal modo

{z,a,b}=: a-b {Z,a,b}=: a+b

Le entitd z e 2’ divengono cosi le  costanti’ dell’algebra che si deriva
dal sistema delle triadi: si dimostra commutativitd ed associativita di
entrambe le operazioni e la distributivitd dell’una rispetto all’altra. Dal-
la definizione di ‘risultante simmetrica’ risulta inoltre che, per ogni
elemento «,

4-a —a=ua+a a-a = z a+7Z =a

Si ha dunque a fare con un’algebra di Boole. Entro la nuova ambien-
tazione algebrica & allora possibile riscrivere le relazioni primitive: dal
momento che nel sistema di partenza avevamo (abc) < {a,b,c} = b,
possiamo reinterpretare algebricamente le triadi lineari in cui entrano in
gioco le ‘costanti’ in termini di operazioni. In tal modo (abz) viene
espresso da @-b = b (che si abbreviera d’ora in avanti con 2 > 5)%.
Asserire allora che fra tre elementi qualsiasi 4, &, ¢ sussiste la relazione
di linearitd (#bc¢) diviene nell’algebra porre le condizioni

at+c>b>a-c

mentre la loro risultante simmetrica {4, 5, ¢} & resa da
a-b+b-c+c-a
0, equivalentemente, da
(@a+b)-(b+c)(c+a)

Assumendo ‘ valida ’ la situazione algebrica (nel senso di considerare le
sue proprieta come assiomi che la definiscono) ed apponendovi la ¢ legge
di continuitd ’, Kempe passa a dimostrare la validitd degli assiomi del
sistema di base, che divengono in questo caso conseguenze di quelli

4 Questa scelta & arbitraria, nel senso che ogni coppia di inversi (essendo as-
sunti come parametri) pud svolgere la medesima funzione. Cfr. la successiva no-
ta 85.

43 Essa costituisce in effetti una relazione d’ordine.
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dell’algebra. Che cosa ne ricava Kempe? Che passando alle ‘ interpreta-
zioni ’ dell’algebra (classi, enunciati), dal momento che essa « & in grado
di rappresentare tutte le relazioni logiche intercorrenti tra classi » (o tra
enunciati), nessun’altra legge & necessaria a questo scopo oltre a quelle
che definiscono il sistema di base; pertanto « tutto cid che & essenziale
nel sistema logico delle classi » — o in quello degli enunciati — « per
quanto riguarda la teoria logica, & che esso & precisamente della stessa
forma del sistema di base » “. Quanto Kempe ha rilevato & dunque l’e-
quivalenza tra due specie di strutture: ha stabilito un’interpretazione
sintattica tra le due teorie in grado di equiparatle, i teoremi dell’'una
sono quelli dell’altra. La ‘ forma ’ ne rappresenterebbe in qualche modo
I'invariante: & dunque la capacita espressiva dei due sistemi assiomatici,
la loro portata deduttiva indifferente al * sistema di riferimento’ che si
adotta, o che altro? La situazione sembra rimanere piuttosto nebulosa .

Cid nonostante, I'indicazione ‘ programmatica’ che Kempe ne ri-
cava (che possiamo leggere a conclusione del precedente scritto, che di
quest’ultimo rappresenta la promulgazione epistemologica) & che le sole
differenze che & giustificato considerare in matematica sono quelle pro-
venienti dalla ‘ forma’ dei sistemi, non ‘le innecessarie e immotivate
suddivisioni in branche’ che ancora vengono tramandate. Ma questa
presa di posizione comporta secondo Kempe che nello studio di un si-
stema particolare si tenga conto della sua posizione di fronte agli altri
possibili: tutto cid sembra esigere un loro ‘ studio comparato ’, un’inda-
gine sulle proprieta comuni a tutti e sulle possibilitd di variazione di cui
le forme sono capaci.

“ Kempe, op. cit., p.171.

% Quanto all’effetto geometrico del sistema, esso consiste nella « considera-
zione di certi insiemi di entitd che possono essere selezionati da quelli che com-
pongono il sistema di base». Tali loci vengono individuati dal seguente assioma
aggiuntivo: se 4,b,c e b,q,p formano una triade lineare, ma non la formano
a,b,q, allora p = 4. Interpretando la relazione di linearitd in termini di collinea-
ritd tra tre punti (il ‘medio’ giacente tra gli “estremi’ sulla retta che essi deter-
minano), la validitd degli assiomi viene mostrata; quello supplementare assicura
che due rette non possono avere pii di un punto in comune. Che il sistema basti
ad inglobare la geometria descrittiva per Kempe & dato dal fatto che le proprietd
di cui questa si occupa « possono venir definite da asserzioni attorno a certe triadi
collineari di punti ». Pertanto « tutto cid che & necessario in un sistema di punti
perché esso possa possedere quelle proprietd che vengono considerate in geometria
descrittiva, & che le triadi collineari di questi punti siano distribuite nel sistema
in una maniera che gli & distintiva, Questo modo di distribuzione & completamente
definito dalle leggi che abbiamo considerato » (p. 179).
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Si rende dunque necessario un rinvio al testo che ne tratta: un
esame dello scenario descritto da una teoria generale delle forme.

Quello che Kempe allestisce in A Memoir on the Theory of Ma-
thematical Form® & un discorso sull’eguaglianza e la diseguaglianza,
una dottrina degii indiscernibili. Ritroviamo anche in questo testo il
vocabolario che abbiamo gid avuto modo di esaminare. Ma prima di
avanzare decifrazioni di questo crittogramma, ci conviene acclimatarci
con la sua terminologia; dal momento che dalla nozione di ‘ indiscerni-
bilita ’ (dalla situazione strategica che questa esprime) dobbiamo atten-
derci la rivelazione di ‘ forme’, tanto vale assumere per il momento
questa relazione come nozione primitiva, per rintracciarne successiva-
mente le modalitd d’instaurazione. Questa lettura, del resto, non fa che
seguire 1’andamento testuale, lo stile del cui discorso sembra per lo pit
¢ descrittivo ’, solo frammentariamente deduttivo. Quanto all’indiscerni-
bilita non se ne da propriamente una definizione: ‘ nozione comune’, se
si vuole, essa esprime ’omogeneita che sussiste in seno a un sistema di
individui. Retrospettivamente possiamo considerarla una relazione d’equi-
valenza tra elementi, coppie, triadi e in generale #-adi ¥ di elementi di un
sistema. Ma dire ‘ sistema ’ significa gia fare uso di una nozione derivata,
perché il suo principio d’individuazione consiste nel fatto che i suoi ele-
menti si distinguono dai restanti, in seno ad una collezione piti ampia di
individui che comprende il sistema. Stagliato sul residuo dell’universo del
discorso, un sistema ne risalta dunque tramite una distinzione (la cui
natura non viene specificata): & questa condizione — e non Peventualita,
non essenziale, che i suoi elementi siano fra loro indiscernibili — che gli
conferisce un contegno unitario. Con ‘ collezione ’ dovremo invece in-
tendere un insieme di entitd che non {orma necessariamente un sistema,
per quanto ogni collezione (al pari di ogni sistema) sia portatrice di una
forma ‘definita’. Infine, assumendo un certo numero di entitd come
sostrato di una particolare indagine, avremo a fare con un sistema, il
loro risaltare, o contrassegno distintivo, provenendo dalla circostanza
che quelle entita sono le sole ad essere considerate. Ne segue che « ogni

% « Philosophical Transactions of the Royal Society », CLXXVII (1886).

#7 Nel senso di suoi sottoinsiemi ordinati. Fin qui Kempe non considera le
n-adi come elementi del cartesiano corrispondente, con la possibilita di ripetere,
ciog, uno stesso elemento su differenti coordinate. Salvo avviso contrario & dunque
quest’accezione del termine che sottintenderemo.



20 PROLOGO

collezione & componente di un sistema » ®: in altre parole & un suo
sottoinsieme arbitrario.

Per quanto concerne le ‘ forme’, esse sono dovute alla concomi-
tanza di due fattori: la cardinalitd della collezione (o del sistema) e la
distribuzione delle sue componenti indiscernibili. Guardando all’interno
di una collezione o di un sistema, diremo singoli quelli i cui elementi
risultano tutti indistinguibili tra loro, multipli gli altri®: tale sembra
essere la discriminazione preliminare che si impone.

Kempe passa quindi alle ‘ rappresentazioni grafiche ’ dei sistemi,
che consistono nella loro traduzione in grafi: i vertici del grafo rappre-
senteranno gli elementi del sistema, e nel caso di sistemi multipli si po-
tranno indicare le diverse collezioni che lo compongono attraverso una
differente colorazione o grafia o apposizione di indici per i rispettivi
vertici. Agli spigoli & demandata Desibizione delle differenze e delle in-
discernibilita interne al sistema: potranno essere orientati, per indicate
la differenza della coppia («, b) dalla sua inversa (&, a), oppure anch’essi
di differente colorazione o grafia. In generale una coppia di vertici con-
nessa da un certo tipo di spigolo, si differenzia dalle coppie non collegate
in modo analogo. Con cid, tuttavia, avremo una rappresentazione sod-
disfacente dei sistemi la cui forma poggia sulle sole differenze tra ele-
menti e coppie di elementi: nel caso in cui entri in gioco un riferimento
necessario alle distinzioni tra triadi, tetradi e cosi via, occorrerd — dice
Kempe — escogitare altri stratagemmi. Ma anche nel caso di distinzioni
tra coppie, non si da una procedura univoca per i grafi preposti ad
esprimerle: grafi con un numero differente di spigoli o di tipi di spigoli
possono rappresentare lo stesso sistema ed avremo in tal modo casi di
sovrabbondanza di dati (alcuni spigoli sono superflui) ed altri in cui
configurazioni distinte si equivalgono. Ma sui requisiti minimali per
rappresentazioni di questo tipo, o sui criteri di equivalenza tra grafi,
Kempe fornisce solo indicazioni generiche: il luogo rivelatore delle for-
me, ancora una volta, sembra destinato a rimanere vacante.

Con il paragrafo successivo, tuttavia, lintrico si sbroglia: & con
Vesame degli ‘ aspetti ’ delle collezioni che il discorso di Kempe si chia-
risce ®. Se due collezioni di entitd sono indistinguibili, ci si dice, cid

4 Kempe, op. cit., p. 6. Cid non comporta tuttavia che una collezione non
possa a sua volta contenere un sistema,

49 Per esempio risulteranno ‘doppi’ quei sistemi (o quelle collezioni) costi-
tuiti da due sistemi (o collezioni) singoli disgiunti.

%0 Sugli ¢ aspetti’ Kempe ritotnerd in una nota dell’anno successivo (Note to
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significa che esiste tra loro una corrispondenza biunivoca che invia le
componenti dell’una nei rispettivi ‘ indiscernibili’ della seconda, in
modo che due elementi omologhi verranno ad occupare la medesima
‘ posizione relativa’ in seno alle due collezioni poste in corrispondenza.
Ora la corrispondenza pud anche essere interna alla collezione: in que-
sto caso avremo una ridistribuzione degli elementi in modo che i due
“ aspetti ’ della collezione (descritti dalla corrispondenza) risultino indi-
stinguibili. L’indistinguibilita & rilevata in conformiti a un criterio di
natura imprecisata (& il livello dell’astrazione, se si vuole, a cui ci si ar-
resta), ma nel caso di una rappresentazione in grafo la scelta prospettica
si precisa: una corrispondenza del grafo in se stesso esprimera due suoi
aspetti indistinguibili se ne viene preservata la configurazione, ovvero
— per usare un termine che non & di Kempe — se la corrispondenza
conserva la struttura del grafo. Indiscernibilitd significa pertanto corri-
spondenza isomotfa (o automorfa)®. L’adozione del termine ‘aspetto’
si rischiara ulteriormente se passiamo alle ‘ rappresentazioni letterali’
di un sistema: in tal caso un’autocorrispondenza di una collezione di #
elementi si pud esprimere attraverso una loro permutazione ed avremo
in tal modo una sostituzione da un allineamento degli elementi della
collezione (& precisamente questo che si dird ‘aspetto’) ad un altro
omologo (un ‘aspetto’, dunque, indistinguibile dal precedente). La
scelta dell’allineamento iniziale & evidentemente arbitraria, mentre & la
sostituzione che conta: ma coinvolgere gli aspetti nella sua considera-
zione significa ottenere una veduta d’insieme su tutte le distinzioni pos-
sibili all’interno di un sistema, perché se questo & costituito da # ele-
menti, presenterd #! aspetti, ciascuno dei quali indistinguibile da alcuni

a Memoir on the Theory of Mathematical Form, « Proceedings of the Royal So-
ciety », XLII, 1887), per chiarite che si tratta semplicemente di far corrispondere
un numero intero ad ogni elemento della collezione in esame: ad ogni ordinamento
corrisponderd dunque un ‘aspetto’. Quanto alla scelta del termine in questione,
Kempe si esprime come segue: « Quando, considerando una collezione di unita,
attribuiamo differenti gradi di preminenza nel nostro pensiero a differenti unita
della collezione, noi stiamo mentalmente apponendo contrassegni distintivi a quelle
unita e otteniamo un particolare ¢ aspetto’ della collezione rispetto alla nostra im-
maginazione » (p. 194).

51 In realtd, come verrd chiarito piii avanti, introduzione del concetto di iso-
morfismo (o automorfismo) & impropria in questo contesto: esso presuppone in-
fatti il possesso preliminare di una ‘ forma’ che deve essere conservata dalla cor-
rispondenza. Ma Kempe non sta tematizzando la nozione di
struttura: sicché né il termine di isomorfismo, né quello di automorfismo
compaiono nel suo testo.
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altri e distinto dai restanti. A questo punto il gioco & fatto: se studiare
un sistema significa studiare la distribuzione dei suoi aspetti, basterd
scegliere un allineamento come sistema di riferimento ed elencare le sue
permutazioni ‘ indistinguibili >, E quanto Kempe chiama ‘ rappresenta-
zione tabulare’ di un sistema, consistente (per quanto Kempe non lo
dichiari in modo esplicito) * nel gruppo di sostituzioni che individua i
suoi ‘ automorfismi’. E dunque il gruppo delle sostituzioni ‘ caratteri-
stiche * che ci consegna la ‘ forma’ di un sistema *; infatti una tabula-
zione di questo tipo descrive esaustivamente la mappa delle sue indiscer-
nibilitd: due elementi inviati I'uno sull’altro da una sostituzione carat-
teristica saranno indistinguibili; viceversa, se la rappresentazione tabu-
lare deve render conto delle indiscernibilitd del sistema se due elementi
sono indistinguibili, essi dovranno comparire in una stessa colonna;
d’altra parte se due elementi occupano in un allineamento del tabulato
due posti determinati, la coppia ordinata che essi formano risultera indi-
scernibile dalle coppie degli elementi che occupano rispettivamente gli
stessi posti nei restanti allineamenti, e cosi in generale per le s-adi
(1 = 5 = ») ordinate di elementi del sistema.

In seno alla tavola delle sostituzioni caratteristiche di un sistema,
si evincono dunque le indistinguibilitd di ognuna delle sue componenti %,

Ora le collezioni cosi poste in corrispondenza possono dar luogo a
situazioni tipiche, di cui vale la pena riferire petché ci serviranno in
seguito. In primo luogo, se ogni sostituzione caratteristica del sistema
invia una sua collezione o su se stessa o su un’altra collezione disgiunta

2 Né, come s’¢ visto, avrebbe potuto fatlo; d’altra parte riservera la denomi-
nazione di ‘ gruppo’ ad una classe pit ristretta di oggetti (i gruppi regolari
di sostituzione).

53 Due sistemi sono dunque portatori della medesima ‘ forma’ quando posseg-
gono una tavola di  indistinguibilitd’ isomotfa, dove si deve tener conto non solo
dell’isomorfismo gruppale tra le leggi compositive delle costituzioni, ma anche di
una biezione sugli elementi su cui esse agiscono. E in effetti questo che Kempe
asseriva definendo la forma proveniente da due dati: numero di elementi e loro
distribuzione (cfr. p. 9).

5 Cid benché non sempre le autocorrispondenze di una collezione siano in
grado di esprimere tutte le indistinguibilitd dei suoi elementi: in generale occotre
rifarsi alla tabulazione del sistema che contiene tale collezione. Pud infatti esistere
una sostituzione del sistema che invia un elemento della collezione in un altro
elemento della stessa (il quale risulterd pertanto indistinguibile rispetto al primo
in seno al sistema), per quanto questa sostituzione non rappresenti una
autocorrispondenza della collezione, nel senso che almeno un elemento di quest’ul-
tima viene inviato su un elemento che non le appartiene.
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da essa, la collezione in questione viene chiamata  insieme ’ . Inoltre
un elemento x del sistema & detto ‘ univoco rispetto a una data collezio-
ne’ se non esiste nessuna sostituzione caratteristica del sistema che li
contiene entrambi che lasci fissa la collezione in questione ed invii lele-
mento x su un elemento differente *.

N

Se questo & il linguaggio adottato da Kempe non ci resta che
esaminarlo in azione: siamo infatti in possesso di tutte le nozioni attra-
verso cui Kempe procede alla  cattura’ dei gruppi. La definizione che
viene data & la seguente: un insieme singolo i cui elementi siano univoci
rispetto a ciascuno degli altri & detto gruppo. Cerchiamo di capire
di che cosa si tratti: l'insieme & singolo, ovvero ogni suo elemento viene
inviato da qualche sostituzione su ciascuno degli altri; pertanto se esso
ha # elementi la tavola delle indistinguibilitd che lo rappresenta avra al-
meno # righe. Il fatto poi che ogni suo elemento sia univoco rispetto a
tutti gli altri significa che non esiste alcuna sostituzione caratteristica

55 QOgni sistema & un insieme, ma non sempre & vero l'opposto. Possiamo a
questo punto riassumere le differenze intercorrenti tra le nozioni di sistema, col-
lezione, insieme. Abbiamo visto che un insieme & una collezione di # unitd del
sistema tale che se la sua immagine attraverso le autocorrispondenze  caratteristi-
che’ del sistema contiene qualche elemento appartenente all’insieme, allora li con-
tiene tutti; in altre parole il trasporto dell’insieme attraverso la sostituzione del
sistema o & un automorfismo dell’insieme stesso oppure & una collezione indistin-
guibile e disgiunta da esso. Un insieme pud non costituire un sistema in quanto
sussiste la possibilitd che esso venga inviato in blocco’ su una collezione del siste-
ma-ambiente (che costituira a sua volta un insieme): i due insiemi cosi apparentati
sono, per definizione, indistinguibili e pertanto non formano un sistema. Nel caso
invece in cui una collezione del sistema & portata su se stessa da ogni sostituzione
del sistema (nel senso che la sua immagine coincide in ogni caso con essa), allora
la collezione costituira non solo un insieme, ma anche un sistema, mentre il sistema
che la contiene risulterd multiplo. Resta da chiarire la differenza tra collezione e
insieme: una collezione non & necessariamente un insieme dal momento che pos-
sono esistere sostituzioni del sistema-ambiente che inviano alcuni elementi della
collezione su elementi della stessa, ma altri su elementi che non le appartengono:
& precisamente esclusione di una simile eventualiti che definisce un sistema. In
riferimento alla nota precedente possiamo concludere che un sistema, a differenza
di una collezione, & portatore di un assetto (la distribuzione delle sue indistingui-
bilita ¢ interne ’) che & invariante rispetto al gruppo di sostituzioni che lo accoglie;
collezioni e insiemi possono non essere sistemi perché connessi a indistinguibilita
che debordano dal loro raggio.

5 Cid va inteso in termini di ‘aspetti’, nel senso che la condizione richiede
Vinesistenza di una permutazione ‘propria’ del sistema che, ristretta alla colle-
zione esaminata, rimanga identica mentte l'elemento x viene spostato.

2 L. VERCELLONI, Filosofia delle strutture.
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che lasci fissa qualche componente . Pertanto ogni colonna del tabulato
deve presentare un elemento soltanto una volta e le righe saranno al
piti 7. Avremo cosi una tavola di # righe e 7 colonne, ciascuna delle quali
presentera tutti e soli gli elementi dell’insieme.

I gruppi a cui Kempe si riferisce sono pertanto i gruppi regolari di
sostituzione: basta tuttavia la condizione che ha formulato per indivi-
duarli? E quanto Cayley non pare disposto a concedergli. Ma prima di
ascoltare le sue ragioni, siamo obbligati a una breve digressione storica.

In un primo tempo Cayley * aveva proposto per i gruppi una tra-
duzione ‘ grafica’ (quasi - geometrical representation) secondo il seguen-
te procedimento: dopo aver mostrato la possibilita di esprimere un
qualsiasi gruppo ‘ astratto ’ finito in termini di gruppo regolare di sosti-
tuzioni (teorema di rappresentazione), allestiva un * diagramma ’ di que-
st’'ultimo facendo uso delle decomposizioni in cicli di sue sostituzioni
indipendenti (dalla composizione delle quali si possano ottenere le rima-
nenti). Nel grafo cosi costruito i vertici rappresentano gli elementi del
gruppo (gli argomenti delle sostituzioni) e gli spigoli — orientati, salvo
nel caso di scambi — le sostituzioni puntuali. Ogni sostituzione utiliz-
zata viene individuata da una determinata colorazione degli spigoli che
la rappresentano e i suoi cicli descrivono dei poligoni orientati di uno
stesso colore, disgiunti e con il medesimo numero di lati. Attraverso:
questa procedura si ottiene una configurazione pluricromatica (in gene-
rale), tale da collegare ogni coppia di vertici del grafo lungo * cammini ™
prescritti dall’orientamento degli spigoli, in modo che da ogni vertice si
diparta e arrivi esattamente una freccia per ogni colore impiegato. In
tal modo l'indicazione di una determinata sequenza di colori determina
univocamente un percorso sul grafo e, se si dicono ‘equivalenti’ due
percorsi che portano un vertice su un’identica meta, avremo in tutto
tanti percorsi non equivalenti quanti sono i vertici del grafo: essi rap-
presentano le sostituzioni del gruppo. Il grafo ha infatti la proprieta
che, se un percorso riporta un punto su se stesso, allora la stessa se-
quenza di colori prescrive un itinerario che riporta ogni altro punto ini-

57 Se cid accadesse avremmo infatti che ogni lettera spostata dalla sostituzione-
non & piti univoca rispetto a quella mantenuta fissa.

8 Arthur Cayley, Theory of Groups: Graphical Representation, « American
Journal of Mathematics », I (1878), e On the Theory of Groups, « Proceedings of
the London Mathematical Society » IX (1878); entrambi gli scritti si trovano anche-
in The Collected Papers of Arthur Cayley, New York, Johnson, 1963 ai nn. 694
e 690.
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ziale su se stesso, ovvero — come dice Cayley — descrive un ‘ circuito .
E grazie a questa proprietd che il grafo esprime un gruppo, le sue sosti-
tuzioni essendo individuate (se 7 & il numero dei vertici) da 7 sequenze
di colori non equivalenti, che prescindono dal punto iniziale a cui pos-
sono essere applicate.

In un articolo successivo ®, Cayley propone un diverso metodo di
rappresentazione, che dichiara di aver desunto da Kempe ®. La configu-
razione prospettata in questo caso & detta colourgroup e differisce dalla
precedente in quanto in grado di esprimere tutte le sostituzioni di un
gruppo. Essa consiste di ¥ #(#— 1) linee colorate che congiungono #
punti: tali linee sono in generale orientate (e vanno considerate « come
vettori condotti da un punto verso un altro punto »), benché possano
sussistere spigoli privi d’orientamento. Per ogni colore avremo una e
una sola linea d’arrivo, una e una sola di partenza per ciascuno dei
punti. Ogni percorso possibile da un punto verso un altro punto &
dunque esprimibile in modo univoco attraverso una sequenza ordinata
.di colori: ora questa trascrizione descrive un itinerario (indifferente ai
punti iniziali a cui pud essere applicato) e gli itinerari debbono essere
« di effetto indipendente », il che significa che se un itinerario ¢ un cir-
.cuito a partire da un determinato punto iniziale, resta tale se si muta il
punto di partenza, oppure — equivalentemente — che se due itinerari
sono equivalenti rispetto ad un certo punto {ossia portano entrambi su
un altro identico punto), continueranno ad essere equivalenti rispetto ad
ogni altro punto iniziale. I1 numero delle linee (orientate) di un dato

«colore sard 7, o —’21— nel caso di linee non orientate. Otteniamo cosi una

rappresentazione per i gruppi regolari di sostituzioni, una sostituzione
-essendo individuata dalle linee di un determinato colore (non orientate
nel caso essa sia composta di scambi), la sua inversa venendo omessa
dalla configurazione perché riassumibile in termini d’inversione nell’o-
rientamento delle frecce. Il numero dei colori dipendera pertanto dalle
sostituzioni che si decompongono in scambi e varietd da Y5(n—1) a
#— 1. Tuttavia per determinare univocamente un gruppo non & neces-
sario indicare tutte le sostituzioni: & possibile omettere alcuni colori
da un colourgroup e conservarne un numero che permetta di connettere

5 A. Cayley, On the Theory of Groups, « American Journal of Mathematics »,
XTI (1889); ristampato in The Collected Papers, cit., n. 887.

60 Tl riferimento & a A Memoir on the Theory of Mathematical Form.
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ogni punto ai rimanenti attraverso qualche itinerario; a partire da que-
sti & infatti possibile ricostruire U'intera tavola delle sostituzioni, in con-
formita alla strategia che abbiamo indicato in precedenza.

Cayley elenca poi le tavole dei gruppi regolari di sostituzioni di
ordine da 2 a 12, cortedandole dei dati del rispettivo colourgroup (nu-
mero dei colori, numero e tipo dei ‘ poligoni’ che esso contiene). Passa
infine ad esaminare le possibili rappresentazioni di questi gruppi attra-
verso I'utilizzazione di due soli colori e rileva che in questi casi & possi-
bile omettere dalla configurazione I'indicazione dei vertici per mezzo di
simboli differenti: i vertici possono restare senza nome, dal momento
che «ogni punto, per quanto concerne le sue relazioni con gli altri
punti, risulta indistinguibile da essi » ¢!, E aggiunge: « Questa potrebbe
sembrare una relazione di simmetria equivalente a quella formulata in
precedenza sull’effetto indipendente di ogni itinerario » : ma le cose
non stanno cosi. Si possono infatti costruire configurazioni analoghe
(che esprimano, ciog, telazioni d’equivalenza della stessa sorta), le quali
tuttavia non rappresentano gruppi, per quanto possano determinate una
tavola di sostituzioni — di cui fornisce un esempio — di # righe ed »
colonne ciascuna senza ripetizione di elementi. Ma questa condizione non
¢ sufficiente alla designazione di un gruppo: si pud trattare semplice-
mente di un ‘ quadrato latino’ e Kempe — nella sua elencazione dei
gruppi di ordine da 2 a 12 — ha accolto precisamente un esemplare di
questo genere spacciandolo per gruppo.

Ma che cosa fa di un quadrato latino un gruppo? La condizione
per cui la sostituzione che esprime il passaggio da una qualsiasi riga del-
la tavola ad un’altra deve inviare — se applicata alla riga iniziale — su
un’altra riga ancora appartenente alla tavola (la condizione equivale a
quella dell’ ‘ effetto indipendente ' per colourgroup). Senza questo con-
trafforte, dunque, l'edificio di Kempe sembrerebbe crollare in frantumi.

Apprestiamoci pertanto a rintracciare tra queste presunte macerie
gli indizi che motivano la ragione della deficienza del congegno allestito
da Kempe. L’oggetto che costui aveva di mira erano i gruppi regolari
di sostituzione, una prerogativa dei quali & che le loro sostituzioni si
decompongano in cicli disgiunti di egual periodo: ma non & questa la
condizione che viene compromessa dagli esemplari di ‘ quadrati latini”
che forniscono — chi inconsapevolmente e chi no — sia Kempe sia

61 Cayley, op. cit. (ediz. 1963), p. 655.
62 Ibid. :
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Cayley. Nel caso di Kempe cid non rappresenta una circostanza fortuita:
non perché egli dimostri che tale situazione sia conseguenza della sua
definizione gruppale, bensi perché ne prescrive in generale l'intervento,
ricavandolo da nozioni anteriori.

Siamo dunque risospinti all’indietro, per rinvenire le tracce di que-
sta motivazione ed esaminare come si attagli al caso dei gruppi: in altre
parole se convengano all’oggetto denominato ‘ gruppo ~ dei requisiti sot-
taciuti. Per fare questo abbiamo necessitd di considerare alcune nozioni
che Kempe fa precedere alla definizione gruppale e che impiega nella re-
lativa rappresentazione grafica. La prima nozione che ci serve & quella di
‘ rete semplice * (simple network): si tratta di un sistema singolo di cop-
pie, le cui coordinate appartengono ad un sistema di individui anch’esso
singolo. Abbiamo dunque a fare con un sistema di elementi indistingui-
bili tra loro e con un altro sistema (la rete) costituita da coppie di ele-
menti del primo a loro volta indistinguibili in quanto coppie I'una dal-
Paltra. Dal momento che la rete forma un sistema, a partire da una cop-
pia data che le appartenga, essa dovra contenere tutte le coppie indi-
stinguibili rispetto alla prima, ‘indistinguibili’ evidentemente in seno
alla mappa di indiscernibilita del sistema precedente: quello, ciog, delle
coordinate. Conformemente alla procedura di rilevazione di indistingui-
bilitd su un tabulato di un sistema, avremo dunque una rete scegliendo
una coppia di elementi appartenente ad una riga della tavola (un ‘ aspet-
to’ del sistema) e considerando tutte le coppie ordinate che occupano,
riga per riga, le stesse colonne. Dal momento che il sistema di elementi
& supposto singolo, tutti questi compariranno come coordinate nelle cop-
pie della rete; inoltre una rete & contrassegnata da un numero (way-
number), che esprime la quantitad delle sue differenti coppie che hanno
una stessa coordinata: tale numero & invariante rispetto alla scelta di
una coordinata particolare ©, Infine ogni rete si compone di una o pit
‘ porzioni’ separate e ‘ continue ’: nel caso siano in numero plurale,
esse risulteranno indistinguibili I'una dall’altra, perché — dice Kempe —
le coppie componenti di porzioni distinte risulterebbero a loro volta di-

63 Nel senso che se esistono » coppie distinte che hanno come prima coordi-
nata un elemento x, per ogni altro elemento che compaia come prima coordinata
(vi compariranno tutti dal momento che il sistema & supposto singolo) avremo
ancora = coppie distinte, Inoltre le coppie che hanno x come seconda coordinata
sono ancora #7; lo stesso varrd per ogni altro elemento del sistema. Torneremo in

seguito sulla ragione di questa invarianza.
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stinte, contravvenendo quindi all’ipotesi di indistinguibilita tra le coppie
di una rete semplice.

Tutto cid richiede un commento: innanzitutto le ‘porzioni con-
tinue * di cui parla Kempe sono catene’, ossia successioni di coppie
consecutive (del tipo (a,b), (b,c), (c,d)...) che combaciano su una
coordinata come le tessere del domino. Kempe ci dice dunque che la
collezione delle coppie indistinguibili da una coppia data si raggruppano
in catene, separate (ovvero disgiunte) se in numero plurale: ogni catena
conteria tutte le coppie ‘ componibili * a partire da una determinata cop-
pia. L’indistinguibilita tra due ‘ porzioni’ (tra due catene) si rilevera
dalla tabulazione del sistema delle coordinate, attraverso una sostituzio-
ne puntuale che invia le coordinate dell'una su quelle dell’altra. Asse-
rire pertanto che due porzioni P, P” non sono indistinguibili (ma di-
stinte) significa negare l'esistenza di una sostituzione di questo tipo *:
ma dal momento che il sistema delle coordinate & supposto singolo, ogni
suo elemento verra inviato dalle sostituzioni della tavola sui rimanenti.
La distinzione tra due porzioni si pud pertanto esprimere attraverso la
condizione seguente: per ogni sostituzione 0 che invia una coordinata
di P su una coordinata di P’, esiste almeno un’altra coordinata x € P
tale che o(x)¢ P’. Ma le coordinate di P formano coppie consecutive e
saranno tali anche quelle che si formano (ricalcandone l'ordinamento)
sulle loro immagini attraverso d. E benché queste coppie facciano parte
della rete che contiene tanto P quanto P’ (sono infatti indistinguibili
dalle coppie di P), la loro collezione non coincide con P’. Ma cid & as-
sutdo, perché per ipotesi (P) contiene una coordinata di P’ e pertanto
una coppia ‘ componibile ’ con almeno una di quelle di P’. Ma la por-
zione P’ contiene per definizione tutte le coppie della rete che si possono
connettere consecutivamente con quelle che le appartengono, perché &
supposta disgiunta da ogni altra potzione ricavabile dalla stessa rete.
Sicché tale circostanza & impossibile: come diceva Kempe, le coppie di

6 S noti che & sufficiente il dato di una biezione tra le coordinate di due
porzioni (ossia due ¢aspetti’ che compaiano nella tabulazione, dunque ¢ indistin-
guibili ’, allinterno dei quali si possa rilevare questa corrispondenza puntuale) affin-
ché venga automaticamente rispettata la loro configurazione in termini di catene
di coppie; in altre parole una corrispondenza biunivoca tra le coordinate di due
potzioni non pud alterare la ‘ struttura’ delle catene, dal momento che queste ven-
gono formate a partire dalle compatibilitd che si presentano in seno a una rete:
infatti, se partiamo dalle coordinate di una porzione e ne ricostruiamo le coppie
allinterno di un allineamento (una riga della tavola degli aspetti indistinguibili
del sistema), la componibilita delle coppie immagine & assicurata.
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porzioni distinte non possono essere indistinguibili. Ricaviamo da que-
ste informazioni sulla decomposizione di una rete in porzioni (disgiunte
e continue) che tali porzioni formano ‘insiemi’ (nel senso che Kempe
riserva a questo termine) che — in quanto ‘ indistinguibili > — hanno lo
stesso numero di elementi.

Ora, anche i ‘ gruppi’ (come definiti da Kempe) formano sistemi
singoli ® e pertanto si applicano ad essi le considerazioni precedenti.
Dal momento che le colonne che compaiono nel tabulato di un gruppo
non presentano nessuna ripetizione, le reti semplici che si ricavano sono
tutte ome-way. Attraverso queste Kempe appronta una rappresenta-
zione grafica per i gruppi: si rappresenterd una rete semplice (che sap-
piamo essere una collezione di coppie indistinguibili), indicando ogni sua
coppia tramite una freccia orientata che congiunge la prima componente
alla seconda: ad ogni rete semplice verranno in tal modo associate frec-
ce orientate e la loro ‘ componibilita ’ (I'occorrenza di vertici consecuti-
vi), descrivera uno o piti poligoni (i lati essendo costituiti dalle frecce),
separati tra loro se in numero plurale: sono le ‘ porzioni separate e con-
tinue ’, che avevamo incontrato nel caso generale, che in questa circo-
stanza formano ‘ poligoni ’ in quanto ogni rete semplice presenta una e
una sola freccia d’arrivo, una e una sola di partenza, per ogni compo-
nente delle sue coppie (ovvero, per ogni elemento del gruppo).

Indicheremo con grafie differenti le frecce di reti differenti, otte-
nendo con cid un allestimento perfettamente analogo a quello di Cayley,
salvo per il fatto che in questo caso le frecce non rappresentano le so-
stituzioni puntuali del tabulato gruppale attraverso la successione delle
righe, bensi 1’assunzione iniziale di una coppia (entro una riga del ta-
bulato) e I’elencazione di tutte quelle indistinguibili da essa (le sue im-
magini, ciog, attraverso le sostituzioni): il che equivale all’individua-
zione di due colonne in seno al tabulato, o anche a una sostituzione tra
colonne. Il grafo che in Cayley consentiva la rappresentazione delle
sostituzioni tra righe, rappresenta pertanto in Kempe quelle tra colonne:
ma in un gruppo regolare di sostituzioni, considerando le sostituzioni
tra colonne nel suo tabulato — il che & lecito perché i gruppi regolari
hanno le colonne comprendenti tutti e soli gli elementi del gruppo —
si ottiene ancora un gruppo regolare di sostituzioni, che risulta inoltre

6 I gruppi sono per Kempe insiemi singoli; ora ogni insieme singolo, se con-
siderato separatamente dal sistema ambiente di cui eventuaalmente fa parte, costi-
tuisce un sistema singolo.
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isomotfo a quello di partenza. Ben inteso, Kempe non si preoccupa di
dimostrare tutto cid; non interpreta neppure il suo allestimento in que-
sti termini: esso rappresenta semplicemente I’approccio conseguente alla
sua impostazione. Dall’isomorfismo che si ottiene scambiando righe con
colonne possiamo tuttavia concludere che se, da una parte, i gruppi di
Kempe (comunque si interpretino) presentano una decomposizione del-
le sostituzioni in cicli disgiunti di egual petiodo (conseguenza delle con-
siderazioni sulle ‘ porzioni ’), dall’altra non abbiamo speranza di mutare
un quadrato latino in un gruppo attraverso lo scambio tra righe e co-
lonne.

Se esaminiamo a questo punto la natura dell’ospite indesiderato
che compare tra i gruppi elencati da Kempe, constatiamo che questo
quadrato latino contravviene ad una delle ‘aspettative’ che Kempe
aveva enunciato a proposito delle reti: Iindistinguibilitd delle potzioni
a cui esse danno luogo non viene infatti rispettata. Ma questa aspetta-
tiva maschera lintervento di un antefatto, 'urgenza di una richiesta che
si installa in profondita tra le esigenze del discorso di Kempe: una ‘ ne-
cessitd * di cui abbiamo fatto uso precisamente nel corso della ‘ dimo-
strazione ~ dell’indistinguibilitd delle porzioni in cui una rete semplice
si decompone. Questa circostanza riposa in effetti sul fatto che una rete
semplice & invariante rispetto al rappresentante che la individua: ¢ in
altre parole una classe d’equivalenza. Cid significa che se partiamo da una
coppia di elementi ‘rilevati’ nel primo allineamento della tabulazione
e ricaviamo dalla coppia di colonne sottostanti la rete semplice che essa
individua, scegliendo una qualsiasi altra coppia della rete e riportandola
sul primo allineamento, la rete che si ricava a partire da essa coincidera
con la precedente ®. Si noti che nel caso dei gruppi (regolari) questa

8 Questa richiesta & inoltre in grado di render ragione dell’invarianza del way-
number, che avevamo assunto in precedenza come valida. Infatti, supponiamo che
la rete individuata da una coppia (x, p) presenti £ coppie differenti che abbiano x
come loro prima componente. Allora, se (y,i) & una coppia appartenente alla rete,
possiamo considerare le £ coppie (x, p), (x,q), (x,7), ... (indistinguibili) come gia-
centi su una stessa riga ed in cotrispondenza ad esse le coppie immagini che giac-
ciono sulla riga in cui I'immagine di (x, p) & precisamente (y,7): tali coppie avran-
no ovviamente y come loro prima componente, differiranno per la seconda e sa-
ranno indistinguibili da quelle da cui provengono, dunque da (x, p) e di conse-
guenza anche da (y,7); abbiamo pertanto £ coppie indistinguibili da (x, p) che
mantengono fissa la prima componente. Né altre possono esisterne, perché una
eventuale (y,j) appartenente alla rete ma non compresa tra le £ precedenti risul-
terebbe tuttavia ‘leggibile’ sullo stesso -allineamento e come tale interpretabile
come immagine di una coppia (x, ») non compresa tra le (x, p), (x,q), (x,7),...
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circostanza equivale alla richiesta di Cayley per le sostituzioni: infatti
se queste vengono lette verticalmente, una rete semplice rappresentera
una sostituzione da una colonna (prime componenti delle coppie) ad
un’altra: pertanto se si sceglie sulla prima riga una coppia arbitraria di
elementi, e attraverso questa una rete, esisterd una colonna della tavola
che esprime la stessa sostituzione a partire dalla prima (bastera scegliere
I'elemento della prima riga che forma con il primo una coppia della rete
precedentemente considerata).

Dunque gli oggetti che Kempe ha chiamato ‘ gruppi’ sono effetti-
vamente gruppi regolari di sostituzione e la presenza tra loro di un qua-
drato latino evidentemente non & che una svista, non un errore di im-
postazione. Cayley, forse irritato dalla macchinosita dell’impianto di
Kempe , ne tralascia senza dubbio la lettura in dettaglio, non ne ispe-

tuttavia indistinguibile come immagine da esse per la transitivitd della relazione di
equivalenza, In modo analogo si mostra che il numero delle coppie indistinguibili
da (x, p) che hanno x come seconda componente & ancora k. Siamo in grado di
derivare tutto cid perché autorizzati ad interpretare la giacenza di due coppie di
elementi su una stessa coppia di colonne come loro indistinguibilitd: & questa una
ipotesi di ‘regolaritd’ richiesta ad ogni rappresentazione tabulare di un sistema.

E ancora sulla base di quest’ipotesi che Kempe formula alcune ¢ aspettative ’
a proposito dei gruppi: I'invarianza delle reti gli permette infatti di considerarle
prescindendo dalla scelta di un rappresentante e di interpretare una sequenza di
reti Ry Ry R, ... equivalentemente alla prescrizione di un itinerario nel senso di
Cayley. Una coppia appartenente alla prima rete verrd “composta’ con quella della
seconda che ha come prima componente la seconda della prima coppia, e cosi via:
la catena ottenuta (se non descrive un circuito) avra come ‘ terminali’ una coppia
appartenente ad una determinata rete R della tavola (ovvero una sostituzione co-
lonna-colonna) e se si considerano tutte le catene ottenibili secondo il procedi-
mento prescritto i loro terminali apparterranno ancora alla rete R, che pud venire
in tal modo considerata il ‘ prodotto’ delle precedenti. Tale condizione equivale a
quella dell’ ¢ effetto indipendente’ di Cayley.

Tutto cid consente di approntare una rappresentazione grafica ¢ in compendio ’:
per rappresentare un gruppo bastera infatti costruite un grafo che esprime una
rete Q costituita da alcune reti semplici del gruppo, in modo che ogni coppia dei
suoi elementi sia collegata da una catena di coppie appartenenti alle reti semplici
di cui si compone Q; inolire, se R, & una di queste reti, le sue coppie connettono
le porzioni disgiunte che sono formate dalle restanti reti di Q. Le varie combina-
zioni di percorsi (ossia i prodotti tra reti) permetteranno la ricostruzione dell’in-
tera tavola del gruppo.

67 Vale la pena di riferire che Cayley, nel corso dell’elencazione delle tavole
dei gruppi regolari di sostituzione di ordine da 2 a 12 (come rappresentanti di
tutti i gruppi dello stesso ordine), ovviamente considerava — al pari di Kempe —
tutti i possibili ‘tipi’ di gruppo (ossia tutti i gruppi non isomorfi per una cardi-
nalita data), annotando in proposito: « Ho appena fatto uso della parola tipo
(¢ype); il senso in cui essa & impiegata non richiede, penso, spiegazioni » (On the
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ziona gli antecedenti, non ne decifra le necessitd nascoste tra le ‘ aspet-
tative * elargite senza l'indicazione di una motivazione o di un’origine. -
E vero che Kempe non fornisce indicazioni precise sulla natura del gra-
fo preposto alla rappresentazione gruppale, nel senso delle condizioni
che permetterebbero di riconoscerlo come proveniente da un gruppo se
dato semplicemente come grafo (ma ne prescrive soltanto il modo di
costruzione a partire da una tabulazione che esprime un ‘ gruppo ’): tut-
tavia queste condizioni si potrebbero ricavare in un modo o nell’altro
senza troppe difficolta .

Restano da esaminare piti da vicino gli indizi che hanno permesso
di assolvere Kempe. Abbiamo addotto a questo proposito l'esigenza per
cui una tavola di indistinguibilit esprima 'indiscernibilitd tra coppie
quale che sia la loro occorrenza o rilevazione in seno ad essa. Ma nel
fare questo abbiamo proceduto a tentoni: la richiesta sembrava ragione-
vole # e sufficiente tanto a rendere conto di alcune asserzioni di Kempe,
quanto a fare di semplici quadrati latini dei gruppi. Per quanto ragio-

Theory of Groupe [18871], ediz. cit., p. 642). Orbene, & precisamente questo senso
che costituisce il cuore del discorso di Kempe: “tipo’, in questo caso, & infatti
sinonimo di ‘forma’. In effetti, il tabulato del gruppo rappresenta tutti e soli gli
automorfismi del grafo che abbiamo costruito a partire da esso: se a un *auto-
morfismo’ chiediamo una permutazione degli elementi che conservi il tipo e
Potientamento della freccia che li connette, avremo come automorfismi possibili
quelli che preservano le reti del grafo. Ora, le sostituzioni del gruppo inviano
coppie di elementi in coppie di elementi ‘indistinguibili’ dalle prime, ovvero —
per definizione — appartenenti alla stessa rete: sono pertanto automorfismi del
grafo. Non ne esistono altri, perché la tavola rappresenta un gruppo regolare di
sostituzioni ed ogni altra sostituzione dovrebbe lasciare fisso un elemento almeno
(sia esso x) rispetto ad un altro allineamento che compare nella tavola. Ma la
nuova sostituzione deve conservare la disposizione delle reti e pertanto la coppia
che ha x come componente nel primo allineamento conserverd lo stesso elemento
all’identico posto. Avremo in tal modo due coppie indistinguibili (cioé apparte-
nenti alla stessa rete) con una coordinata differente e I’altra in comune. Ma cid &
impossibile perché le reti che abbiamo costruito sono tutte one-way.

Lo stesso discorso si ripete nel caso della rappresentazione abbreviata del grafo
che abbiamo esaminato nel corso della precedente nota (in tal caso ad un auto-
motfismo si richiederd la conservazione del prodotto di reti che connette due punti).

68 Per esempio adottando come condizione quanto Kempe asseriva a proposito
del prodotto delle reti (cfr. nota 66).

¢ In effetti, se l’indistinguibilitd & una relazione d’equivalenza, essa dovra es-
sere anche transitiva; pertanto, se una tavola & preposta a render conto esaustiva-
mente delle indistinguibilitA di un sistema, dovtd conservare invariato Iinsieme
delle immagini di una coppia (collezione delle sue indistinguibilita) se si muta la
scelta del rappresentante.
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nevole possa sembrare, essa resta tuttavia implicita in Kempe: questo si-
lenzio non & casuale, dal momento che quest’esigenza non sembra suffi-
ciente ad assicurare (univocamente, pet lo meno) un assetto gruppale a
una tavola di indistinguibilitd in quanto semplice elenco di sostituzioni
¢ caratteristiche . Finora abbiamo lasciato impregiudicato questo pro-
blema: abbiamo interpretato le tavole di indistinguibilitd dei sistemi
(non necessariamente ‘ singoli ') come gruppi dei loro ‘ automotfismi ’
ma dal momento che Kempe non si esprime a proposito dei loro modi
d’instaurazione (ossia su che cosa considerare un automorfismo, termine
che per altro non impiega), dobbiamo chiederci perché una rappresenta-
zione tabulare debba costituire un gruppo (ovviamente non sempre re-
golare). Come si & detto, Kempe non si esprime in questi termini e ri-
serva la denominazione di ‘ gruppo ’ soltanto a quelli che definisce come
tali, ossia ai gruppi regolari di sostituzioni. Non c’¢ dubbio, tuttavia,
sul fatto che intenda riferirsi a un gruppo di sostituzioni quando parla
di una rappresentazione tabulare di un sistema e cid & deducibile dalla
sua asserzione (per quanto incidentale, in apparenza se non altro) se-
condo cui ogni riga della tavola pud venire interpretata come derivata
(tramite sostituzione delle lettere) da un’altra riga e se la stessa sosti-
tuzione puntuale viene applicata su una qualsiasi altra riga della tavola,
si dovra ottenere una riga che a sua volta le appartenga™. Anche in
questo caso ci troviamo di fronte ad un’ ‘ aspettativa ’ che lascia nell’im-
barazzo a proposito della sua interpretabilitd come richiesta piuttosto
che come conseguenza di precedenti richieste.

Se I’assumiamo come richiesta, come prescrizione da imporre alla
relazione di indiscernibilita o sua definizione implicita (interpretando
Pindiscernibilitd tra #-adi come esistenza di una sostituzione che invia
l'una sull’altra), otterremo che essa definisce una relazione d’equivalenza
sulle #-adi del sistema a # elementi rappresentato dal gruppo di sosti-
tuzioni, relazione d’equivalenza (cio¢ riflessiva, simmetrica e transitiva)

0 E sufficiente infatti questa richiesta affinché la tavola delle sostituzioni for-
mi un gruppo. Sicché sarebbe bastato questo fatto per prosciogliere Kempe, dal
momento che le tavole di quelli che vengono da lui denominati ¢ gruppi’ sono
tavole d’indistinguibilitd di insiemi (e percid di sistemi). Il percorso indiziario che
abbiamo seguito ha richiesto argomenti pii deboli quanto alle esigenze che espri-
mono, ma prossimi nell’intreccio dell’argomentazione al luogo destinato alla disa-
mina dei gruppi (ricavando le ragioni di Kempe a partire dai commenti che aveva
formulato a proposito delle rappresentazioni grafiche dei gruppi) e pertanto age-
volmente rintracciabili da parte di Cayley.
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che si potra restringere alle componenti di tali #-adi, fino ai singoli ele-
menti. Questa lettura ‘ locale * & inscritta nelle biezioni del sistema che
compaiono nel gruppo.

D’altra parte se consideriamo la relazione d’indistinguibilita come
relazione d’equivalenza tra allineamenti dell’insieme, avremo che la loro
collezione forma un gruppo di sostituzioni: prescindendo dal reperi-
mento di tali indistinguibilitd, & la struttura d’equivalenza che prescrive
loro un assetto gruppale ™.

Quale che sia la postazione che si sceglie, I’avvistamento non cam-
bia: sono in ogni caso le autocorrispondenze dei sistemi a consentire la
loro lettura interna ed & la loto disposizione in classi d’equivalenza o
— equivalentemente — la loro strutturazione in gruppi di sostituzioni a
vergare la carta delle loro ‘indiscernibilita .

Abbiamo dunque accertato che la presa dell’allestimento di Kempe
sui gruppi (in quanto gruppi regolari di sostituzioni) & salda e rica-
vato una veduta sufficientemente trasparente sull’impianto generale del-
la sua teoria. Possiamo pertanto concludere la vicenda gruppale ed esa-
minare quali altri raccolti Kempe intenda tentare.

Non ci dilungheremo piti di tanto nel far questo: dal momento
che il congegno si & rivelato nei dettagli, si tratterd piuttosto di appu-
raine 'efficacia. Finora & stata la disponibilitd di un teorema di rappre-
sentazione a costringere i gruppi a collimare con lo schema di Kempe,
ma non tutte le strutture sono duttili quanto i gruppi. Nondimeno
Kempe esamina l'assetto di una generica struttura algebrica: lo schema
di costruzione di un’algebra da lui fornito & il seguente. Se consi-
deriamo tutte le triple ordinate ® che si possono formare con gli ele-
menti di un sistema S di cardinalitd #, otteniamo un nuovo sistema
con #° elementi (ossia il prodotto S X § X §). Possiamo allora conside-
rare tutti i sottoinsiemi di quest™ultimo la cui proiezione sulle prime due
componenti coincida con § X S e le cui triple siano tali che due di esse
aventi le due prime componenti identiche abbiano identica anche la ter-

T La riflessivitd della relazione d’equivalenza tra allineamenti del sistema com-
porta infatti l'esistenza di una sostituzione identica, la simmetria quella di una
inversa per ogni sostituzione, la transitivita la loro chiusura operatoria. Il gruppo
in questione & inoltre univocamente definito ed anche in questo caso ’equivalenza
tra allineamenti implica quella tra componenti.

2 Triple, e non pid triadi, perché non si tratta pid di sottoinsiemi
ordinati del sistema ma di elementi del prodotto ed & pertanto consentita la ripe-
tizione di uno stesso elemento nelle coordinate di una tripla.
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za. Avremo in tal modo una collezione A di #™ insiemi di questo tipo,
ognuno dei quali contenente #* triple. Un’algebra ¢ per Kempe precisa-
mente uno di questi insiemi: le sue triple esprimono il grafo funzionale
S X § — § che rappresenta per esteso la legge di composizione (definita
ovunque in S): (4,5,c) <> a-b = ¢, veduta senza dubbio ‘ moderna’ ™
per il periodo in cui Kempe scrive, ma di cui ci preme soprattutto esa-
minare le conseguenze in sede di disquisizioni di ‘ forma’.

La collezione A, dice Kempe, ci fornisce ogni possibile esemplare di
algebra™ (della cardinalitd data): ogni operazione (binaria e univoca)
definibile su S, « associativa o non associativa, commutativa o non com-
mutativa », & contemplata nella collezione come suo elemento partico-
lare. Se non facciamo alcuna speciale ipotesi su §, ovvero se lo conside-
riamo una semplice molteplicita di # elementi entro cui nessun  aspetto ’
manifesti distinzioni rispetto agli altri, allora la forma di A — aggiunge
Kempe — non potra che provenire dalle modalita della sua costruzione.
Ma in che cosa consiste la forma di A? Da capo, nella distinguibilita e
indistinguibilita dei suoi elementi (in questo caso le ‘ algebre ’). Le so-
stituzioni ‘ caratteristiche ’ di A invieranno dunque le algebre sulle loro
immagini ‘ indiscernibili ’; Kempe afferma che A & un sistema multiplo:
pertanto non tutte le algebre risulteranno indistinguibili. Ma da dove
provengono queste distinzioni e che cosa assicura, al contrario, I’appa-
rentamento tra due algebre della collezione? L’unico dato di cui siamo
in possesso & la forma di §: assumere che non esistano distinzioni al
suo interno significa infatti ammettere il gruppo simmetrico su # lettere
in qualitd di suo gruppo ° caratteristico ’ (ogni aspetto viene infatti in-
viato su tutti gli altri). Possiamo allora avanzare un’ipotesi che, se non
trova riscontro esplicito nel testo, sembra tuttavia confortata dalla man-
canza di alternative plausibili: presumiamo, dunque, che una coppia di
algebre risulterd indistinguibile se esiste una cotrispondenza caratteri-
stica di § che invia gli elementi dell’una in quelli dell’altra, il che equi-
vale a richiedere che alle triple della prima corrispondano tutte e sole
quelle della seconda. D’altra parte le sostituzioni caratteristiche di §
(ovvero tutte le permutazioni dei suoi elementi) inviano algebre su altre

B Per quanto abbiamo fatto uso di una terminologia insiemistica che non &
di Kempe, & precisamente questa situazione che egli sta descrivendo.

™ Dove s’intenda definire (ovunque) un’unica operazione binaria. Kempe con-
sidererd in seguito la possibilitd di algebre dotate di pid operazioni.
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algebre ®, ma non per ogni coppia di algebre esiste una corrispondenza
di questo tipo: ossia, come voleva Kempe, A & un sistema multiplo %.

Per le ipotesi fatte su S dichiarare I'indistinguibilita tra due alge-
bre A, A" € A significa affermare D’esistenza di una biezione g : §—> §
tale che (4,5,c) € A se e solo se [0(a), a(b), a(c)] € A, oppure in
notazione operazionale g(4-5b) = g(a)- a(b), che rappresenta la defi-
nizione consueta di isomorfismo (salvo per il fatto che il sistema di so-
stegno & lo stesso) 7. Nel caso, invece, in cui § abbia un gruppo pit ri-
stretto di quello simmetrico, dovtemo conformarci ad esso per rilevare
quali siano le algebre indiscernibili da un’algebra data: come dice Kem-
pe, alcune algebre indistinguibili nel primo caso diverranno ora di-
stinte ™,

Se non abbiamo forzato i termini del discorso di Kempe, possiamo
concludere che esso & in grado di far presa su determinate situazioni
‘ strutturali . Ma la circostanza che si sia dovuto ricavarle di traverso,
derivate da un caso particolare (il tracciato delle indistinguibilita pre-
scritto da un gruppo simmetrico) e attraverso indizi disseminati tra le
righe del testo, & ancora una volta significativa del fatto che in questo
viluppo & su un’altra situazione che cade I'accento: & dalle indistingui-
bilita di S e da quelle di A (conseguenti alle prime) che si diramano tutte
le informazioni su cui abbiamo operato ed & pertanto ancora a questo
congegno che & demandata la trasmissione delle forme. Un apparenta-
mento ‘in astratto’ tra due sistemi riposa per Kempe sulla similarita
delle rispettive mappe di indistinguibilita: ovvero sull’isomorfismo dei
loro gruppi caratteristici in quanto gruppi di sostitu-

75 Nel senso che le triple che si ricavano dall'immagine garantiscono I'univo-
citd dell’operazione che esprimono.

7 La corrispondenza tra le coordinate pud essere infatti una permutazione
arbitraria tra gli elementi di S, ma dev’essere compatibile con la relazione che indi-
vidua le triple definenti le algebre in questione.

7 Non si tratta di un automorfismo, a meno che le triple immagini apparten-
gano anch’esse all’algebra di partenza e la sostituzione non descriva che una loro
permutazione. Infatti due algebre indistinguibili non sono in generale la stessa
algebra, nel senso che il loro grafo funzionale & differente (per quanto isomorfo)
e descrive pertanto due operazioni distinte sullo stesso insieme sostegno.

Le corrispondenze che mantengono inalterate le triple di un’algebra dovreb-
bero costituire per parte loro la forma di quest’ultima (insieme delle sostituzioni
compatibili con un’unica operazione).

8 Kempe, Memoir, § 286. Viceversa algebre che nel primo caso erano distinte
rimarranno tali (§ 284): la loro distinzione & indifferente alla forma di § e proviene
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zione™. La possibilitd di fare di tali sistemi delle strutture (algebri-
<he o relazionali) & relegata sullo sfondo e con essa 'eventualita di loro
isomorfismi. Si noti che la costruzione di un’algebra su un sistema (se-
«condo la procedura di Kempe) ha una ripercussione sul suo gruppo ca-
ratteristico, nel senso che se quello iniziale era il gruppo simmetrico,
poiché nulla permetteva discriminazioni tra i sottoinsiemi del sistema, la
definizione di un’operazione univoca su di esso ha come effetto quello
di apporre una relazione ternaria all’insieme stesso, cioé di distinguere
tra triple di elementi: il gruppo di indistinguibilita dell’algebra
viene pertanto ristretto, rispetto a quello del sistema iniziale, a quelle
permutazioni che sono compatibili con I'operazione dell’algebra. E que-
sto P’assetto astratto secondo cui & consentito considerare il nuovo si-
stema, in quanto algebra: occorre allora chiedersi se un’algebra dotata
di forma ‘ simile ’ (cio¢ di un gruppo di ‘ indistinguibilitd * isomorfo a
quello dell’algebra precedente) abbia in comune con la prima anche la
struttura, ossia risulti isomorfa rispetto ad essa. In questo caso I’approc-
cio di Kempe riuscirebbe equiestensivo rispetto al linguaggio delle strut-
ture: ma le cose stanno altrimenti. Due strutture isomotfe hanno ovvia-
mente lo stesso gruppo di automorfismi, ma non vale l'opposto: la
similaritd di forma non comporta I'isomorfismo dei sistemi che la espri-
mono &,

Eppure & questo il dispositivo di Kempe: I'oggetto di studio & per
lui costituito dal gruppo delle indistinguibilitd di un sistema, dai per-
corsi descritti dai suoi automorfismi, Allora & facile indovinarne data e
luogo di provenienza: Erlangen, 1872.

Se & lecito proseguire lungo questa traccia ®, i gruppi di sostituzione

S

precisamente dal fatto che & impossibile istituire tra esse una corrispondenza com-
patibile con le rispettive operazioni.

? Cfr. nota 53. E questo l'unico isomotfismo contemplato in quanto tale dal
discorso di Kempe.

8 QOvviamente non ¢’® modo di associare univocamente una specie di strut-
tura ad un gruppo di sostituzioni che fungano da suoi ¢ automorfismi’, nel senso
che ad un unico gruppo corrisponderanno pid specie. Ma anche all’interno di una
specie di struttura due suoi esemplari non isomorfi possono avere lo stesso gruppo
di automotfismi, ¢ cid accade anche nel caso dei gruppi (astratti). Viceversa in
«quello dei gruppi regolari di sostituzione, le cose erano andate altrimenti perché
Kempe 1i aveva interpretati come gruppi di ¢ automotfismi’ dei grafi che venivano
loro associati (nel senso precisato alla nota 67). Non si pud chiedere, a rigore,
lidentitd di forma tra due ‘ gruppi’, petché sono essi stessi la ‘forma’ di qual-
che sistema.

81 Non crediamo, infatti, alla singolaritd di una costruzione — per di pid fati-
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diverranno i dati di partenza, da dissodare per rinvenirne le ‘ veritd
inscritte, per estrapolarne invarianze, conformemente al motto di Klein:
« data una molteplicitd ed un suo gruppo di trasformazioni, studiarne
le entitd dal punto di vista delle proprieta che non sono alterate dalle
trasformazioni del gruppo » ¥.

Questo significa, nel nostro caso, determinare quelle relazioni che
il gruppo lascia invariate, che valgono — in altre parole — per un deter-
minato argomento (una A-pla ordinata di elementi del sistema) e per
tutte le sue immagini attraverso le sostituzioni del gruppo, e soltanto per
queste ®. Il che corrisponde al discorso di Kempe, perché una tavola
di indistinguibilita esibisce #-ple indiscernibili di un sistema, e su que-
ste andranno commisurate le compatibilita (le invarianze) di ogni even-
tuale relazione: due sistemi dotati della stessa ‘forma’ lasciano in
questo senso inalterate le medesime * proprieta ’.

Quanto al rilevamento delle indistinguibilita, esse provengono dal-
linvarianza di proprietd del sistema che si considera, ma i modi del
loro reperimento appartengono a una zona di silenzio del testo: ci viene
semplicemente dichiarata la relativita del criterio (« si possono in ogni
caso ignorare differenze »)* e cid sembra alludere alla scelta prospettica
attraverso cui I’astrazione si attua caso per caso: omettere informazioni
del sistema ‘ concreto ’ significa in generale ampliarne il gruppo.

Ma questo fatto sembra indicare che Pastrazione si esercita al di
fuori di seminati assiomatici (che prescriverebbero le indistinguibilita
del sistema): & su un tessuto di conoscenze che la matematica riconosce
come proprie, su una regione del sapere e sulla ragnatela degli asserti
sugli oggetti che le competono che si dovranno attingere le indiscerni-

scente — che nasca per proprio conto, concepita autonomamente al di fuori di
motivazioni di ricerca che non siano quelle di un puro piacere di sintesi. Kempe
& per altro piuttosto avaro di informazioni in proposito: salvo genetici riferimenti
a “ risultati recenti’ della matematica, non fornisce indicazioni sulle ispirazioni del
suo discorso. Vero & che Klein opera su molteplicitd numeriche e che la teoria di
Galois (che tratta in effetti dell’indiscernibilitd delle radici di un’equazione) po-
trebbe apparire pid consona al suo disegno, anche per l'opposizione continuo/
discreto; ma una prospettiva unificante venne intrapresa solo da Klein.

& Felix Klein, Vergleichende Betrachtungen idiber neuere geometrische For-
schungen, § 1, Deichert, Erlangen, 1872 (trad. francese [Le programme d’ Erlan-
gen], Parigi, Gauthier-Villars, 1974, p. 7).

8 e sostituzioni che non alterano le relazioni in questione coincidono cioe
con quelle del gruppo.

8 Kempe, Memoir, § 124, Si veda anche il § 127.
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bilita interne ad un sistema. Su un terreno ancora smosso, dunque, che
la prospettiva assiomatica riordinerebbe in una gerarchia di proposizioni,
Pestrapolazione di una forma cerca invece ‘simmetrie’, ed il decorso
dell’astrazione schiaccia alcuni dislivelli, scegliendo fino a che punto
spingere il reperimento di uniformiti: & I’assunzione di un materiale
fluido, precedente all’assiomatizzazione, che lascia un certo gioco all’in-
staurazione di forme. La mancanza di una chiara ricognizione del mecca-
nismo assiomatico non deve per altro stupire se si pensa al periodo in
cui Kempe scrive: d’altra parte, una volta che un sistema sia stato
‘ messo in forma’, le relazioni da cui proviene divengono irriconoscibili
rispetto alle altre possibili relazioni invarianti rispetto al gruppo ed an-
che la possibilitd di un loro ordinamento gerarchico passa cosi in secon-
do piano: ogni invariante assume pari dignitd rispetto agli altri e pro-
prio questo fatto consente 1’assimilazione di sistemi di ‘ natura’ diffe-
rente, tanto per quel che concerne la loro immagine ¢ concreta’, quanto
— come si & visto — per quel che riguarda la loro struttura. Sennonché
Pastrazione che in questo modo si effettua ha in Kempe pretese espli-
cative, nel senso che la riconduzione di un oggetto matematico alla sua
‘ forma * dovrebbe esprimere la sua riduzione a uno spazio adeguato di
sopravvivenza. Ma a denunciare difficolta & precisamente il potere espli-
cativo di un tale allestimento, la sua possibilita di caratterizzare le entita
matematiche in quanto sistemi portatori di forme, in modo analogo a
quello in cui Klein caratterizzava le geometrie attraverso i loro gruppi
di trasformazioni ®.

8 Possiamo a questo punto tentare di chiarire alcune questioni lasciate in so-
speso a proposito dell’articolo di Kempe On the Relation between the Logical
Theory of Classes and the Geometrical Theory of Points: la visuale che otterremo
non sara tuttavia scddisfacente.

A. A. Grau (Ternary Boolean Algebra, « Bulletin of the American Mathema-
tical Society », LIII, 1947) allestisce un sistema di postulati analogo a quello di
Kempe delle triadi lineari. Lo interpreta in termini di algebre di Boole per mo-
strate come queste vengano completamente caratterizzate dai postulati del suo
sistema: algebre di Boole non isomorfe daranno infatti luogo (secondo il trasporto
di strutture descritto) ad algebre ¢ ternarie’ non isomorfe e viceversa. La circo-
stanza che distingue le due specie di strutture & tuttavia decisiva nella prospettiva
di Kempe: infatti nel caso dell’algebra ‘ternaria’ « non si hanno elementi con
significato particolare quali 0 e 1 »; in altre parole il sistema &  omogeneo’, nel
senso che «tutti i suoi elementi hanno proprietd equivalenti» (Grau, loc. cit.,
p. 568), il che — tradotto nel linguaggio di Kempe — significa che il sistema in
questione & singolo. In effetti « quali che siano « e b, esiste un automotfismo di K
che trasforma 4 in & » (ibid., teorema 11, p. 571): ma cid descrive una situazione
differente da queila della equivalente algebra di Boole, il cui gruppo di automor-
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Di fronte a tutto cid il linguaggio strutturale rappresenta un altro
.discorso, una strada differente che la matematica ha intrapreso: 1’essenza

fismi risulta pid ristretto. Come si pud presumere dal fatto che nellun caso com-
paiono delle “costanti’ tra i simboli primitivi del sistema, nell’altro no, la scelta
nella presentazione degli assiomi influisce cosf sul gruppo degli automorfismi: il che
significa, con buona pace di Kempe, che i due sistemi — per quanto equivalenti —
non posseggono la stessa ‘ forma’.

Per dilucidare questo fatto, e piti in generale il congegno di Kempe, possiamo
citare un altro articolo (F. I. Mautner, An Extension of Klein’s Erlangen Program:
Logic as Invariant-Theory, « American Journal of Mathematics », LXVIII, 1946),
che in effetti di Kempe sembra riproporre le intenzioni ¢ epistemologiche ’.

Dal momento che il gruppo degli automorfismi dell’algebra di Boole di tutti
i sottoinsiemi di insieme I di # elementi & dato dal gruppo simmetrico S, di tutte
le permutazioni degli elementi di I, si presenta la possibilita di interpretarlo come
_gruppo degli automorfismi del calcolo proposizionale: poiché esso costituisce il pit
ampio gruppo di trasformazioni sull’insieme dato, il gruppo degli automorfismi di
ogni teoria matematica definita sullo stesso dominio risulterd suo sottogruppo. Il
quesito che Mautner si pone & allora: si possono derivare le teorie matematiche
dalla logica (nel senso di identificarle come teorie-invarianti rispetto a un sotto-
gruppo del gruppo simmetrico), allo stesso modo in cui le geometrie sono ottenute
a partire da quella projettiva? La risposta & tuttavia parzialmente negativa: « Un
sottogruppo del gruppo simmetrico & in generale il gruppo degli automorfismi di
diverse funzioni proposizionali f(x,...), g(x,..),.. ciod il gruppo degli automor-
fismi di ogni teoria matematica in cui f(x,..) V g{x,...) V... sono idee primitive.
[...] Inoltre il gruppo degli automorfismi di molte teorie matematiche & cosi ri-
stretto da non essere in grado di caratterizzare le teorie in questione. Per esempio
la teoria dei numeri ha soltanto Iidentitd come automotfismo, e lo stesso vale per
la teoria dei numeri reali. I numeri complessi hanno un solo automorfismo oltre
Pidentitd » (Mautner, loc. cit., p. 383). Nondimeno, & possibile ottenere una clas-
sificazione pid soddisfacente ritornando sulla stesura degli assiomi, il che non rap-
presenta un artificio; piuttosto un miglioramento della teoria in questione, « dal
momento che & caratteristico del metodo assiomatico assumere gli individui senza
significato, dunque in particolare indistinguibili » (ébid., p. 348): per esempio, &
possibile una riformulazione degli assiomi dell’aritmetica in modo che « nessuno
speciale simbolo individuale con un significato distinto (come zero) o simbolo spe-
ciale per una relazione distinta (per esempio successore o minore di) occorrano »;
in tal modo « ogni assioma & invariante rispetto alle permutazioni degli individui »
(p. 383). Allora, «se c’® un solo dominio d’individui, il formalismo di ogni teoria
assiomatica completamente formalizzata deve essere invariante » (p. 348) rispetto
al gruppo simmetrico, che viene cosi assunto come gruppo soggiacente.

Che cosa & allora possibile ottenere? Non molto: « La conoscenza di tutti gli
invarianti booleani simultanei di funzioni proposizionali fornisce una conoscenza
_sistematica di tutte le teorie matematiche assiomatizzate in modo completamente
formalizzato nei cui assiomi f, g, ... occorrono come idee primitive o funzioni pro-
posizionali variabili. Per esempio, la determinazione di tutti gli invarianti booleani
rispetto a §,, di una funzione proposizionale a tre variabili fornisce una conoscenza
di tutte quelle teorie di cui la teoria dei gruppi, quella dei quasi-gruppi ecc. costi-
tuiscono casi speciali » (p. 384): lo stesso ordine di problemi, come si vede, era
.stato affrontato mezzo secolo prima, con un’attrezzatura rudimentale, da Kempe.
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messa in gioco dall'impianto di Kempe non equivale (quanto alle sue og-
gettive possibilita di espressione) a quella contemplata dal discorso
strutturale, I’identificazione di entitd avviene nei due casi tramite pro-
cedure distinte, la prima delle quali non & in grado di raggiungere la
seconda.

Esaminata la portata effettiva dell’allestimento teorico di Kempe,
resta da sbrogliare la vicenda attraverso cui ne siamo venuti in possesso.
11 discorso informale di Kempe & stato dunque travisato da Bocher, che
ne trasferisce il sottinteso matematico in un contesto che gli & non sol-
tanto estraneo ma anche irraggiungibile. Che cosa se ne pud ricavare?
Innanzitutto, non si pud render conto della facilitd con cui Bocher pud
equivocare se non ammettendo la disponibilitd di un sostituto verosimile,
agevolmente identificabile, per il referente reale della divulgazione di
Kempe: la stessa assunzione delle vedute di quest’ultimo in quanto
espressione di un  paradigma’ riposa evidentemente su questa possibi-
litd, perché, da una parte, sia Kempe sia Bocher si riferiscono al suo
contraltare matematico come a una teoria svolta, esistente di fatto, e
non enunciano un ‘ programma’ demandato al futuro, dall’altra Kempe
& agli occhi di Bécher il rappresentante di un punto di vista diffuso. E
dunque grazie alla fortuna di quest’ultimo che viene consumato ’equi-
voco: & la posizione che il linguaggio strutturale ha assunto nel giro di
un ventennio (quanto separa Kempe da Bocher) che lo rende un refe-
rente immediatamente accessibile ¥; & la sua possibilitd di presentarsi
come koiné che consente lo scambio tra teorie rispondenti ad un mede-
simo ‘ paradigma ’ e rende possibile a Bbcher la contraffazione dei ter-
mini del discorso di Kempe.

D’altra parte I'intelligibilitd di una ‘ metafora’ in sede matematica
& riposta sul successo delle nozioni che essa impiega (la cui familiarita
restringe la possibilitd di fraintendimenti) e sussiste sempre un riferi-
mento a un sottofondo di conoscenze inespresso, ad un clima culturale
implicito. Ma & precisamente questo clima ad essere mutato e 1’inconsue-

8 Nel momento in cui Bocher scrive, a rigore, il linguaggio strutturale (come
ci viene presentato nell’articolo) ¢ appena nato: nondimeno appare ai suoi occhi
tanto conseguente da attribuirgli una predominanza retrospettiva in situazioni in
cui non potevano esserne rilevabili che accenni. Tuttavia sono stati tali e tanti gli
accadimenti matematici intercorsi dalla stesura di Memoir da rendere irriconosci-
bile la dottrina di Kempe in quanto teoria matematica: mutati gli interessi, le cono-
scenze, lo stile, i riferimenti che ne permetterebbero la ricognizione appaiono ormai
lontani, tanto da lasciar sopravvivere un semplice * paradigma’.
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tudine dei termini che compaiono nel resoconto di Kempe (come *for-
ma’, ¢ indistinguibilita * e via dicendo) ne rendono impraticabile la le-
zione, dal momento che non rimandano ad una loro adozione matema-
tica da considerarsi nota.

Sicché & propriamente il linguaggio informale a funzionare da ‘ me-
dio’ tra I'interpretazione di Bocher e la sua motivazione originale: esso
innesca I’equivoco, perché & a partire dalle dichiarazioni epistemologi-
.che di Kempe che Bécher individua (deformandolo) il loro prolunga-
mento teotico. Bastano la revoca delle vecchie definizioni, accenni al cri-
terio di determinazione della loro veisione aggiornata, qualche allusione
al meccanismo delle ‘ essenze * cosi individuate, perché Bécher si senta
autorizzato ad ascrivere il tutto al linguaggio delle strutture, ritenendo
di riconoscerne il ‘ paradigma’ in una versione semi-allegorica che ri-
guarda invece un’altra realtd. Ma con che cosa & costruito I'intreccio del
resoconto informale? Dai termini della divulgazione, da una parte, a
cui & demandata la traduzione del linguaggio matematico nel linguaggio
comune, trasformazione su cui gravano le ambiguitd che un’impresa di
questo tipo sembra comportare in ogni caso e quelle che scaturiscono
dalla scelta infelice degli esempi, dalle inconsuetudini terminologiche
che, prive di una descrizione adeguata del loro funzionamento matema-
tico, si prestano a un facile malinteso. Ma una divulgazione non basta a
fare un  paradigma ’: sono le considerazioni che le si accompagnano, la
ricerca di nuove definizioni ‘ reali’ e la loro trasgressione rispetto alle
¢ concezioni tradizionali’, per esempio, che oltrepassano ’argomento di-
vulgativo, immettendo in un altro livello di discorso ed offrendo all’equi-
voco un appiglio di natura differente. Non si tratta qui di rispettare il
dettato matematico attraverso un’attenuazione informale, piuttosto di
-evocarlo all’interno di un diverso ordine di realta.

Quanto a questa ‘realtd’, non si potrebbe ragionevolmente dirla
filosofica, perché altre sono la terminologia e I'argomentazione che la
filosofia impiega, benché assomigli a quell’ambito * speculativo’ verso
cui Kempe ostentava diffidenza in quanto esso gli appariva disobbligato
da utilizzazioni in sede matematica e pertanto connesso da legami piutto-
sto estrinseci alla realtd che in fin dei conti & chiamato a descrivere: se
sono le entitd matematiche che lo alimentano, esso le ripropone in un’am-
bientazione differente, assumendole come tetrmini del discorso ma uti-
lizzandole altrimenti in quanto nozioni, proprio perché la discussione
in cui vengono trasportate non & pill matematica. Ma & I'identica di-
storsione che ritroviamo, quasi fosse un esito inevitabile, nel testo di
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Kempe, ¢ il medesimo affrancamento relativo dalla realtd matematica
che si ripropone: & il gioco che di fatto il testo rende possibile nel
riferimento a questa realta, testimoniato dalla circostanza — pretestuo-
sa, forse, ma accertata — che I’equivoco perpetrato da Bocher si attua
precisamente su questo rinvio.

Si potrebbe ottenere una restrizione di questo gioco attraverso un
impiego di termini matematicamente meno ambigui, di esempi pit per-
tinenti in grado di scartare interpretazioni alternative: attraverso il ri-
ferimento, insomma, ad un contesto matematico dai contorni sufficien-
temente precisi. Il discorso speculativo’ rimane in ogni caso debi-
tore nei confronti di quella realtd eterogenea a cui necessariamente si
riferisce: questo rimando si attua attraverso interferenze semantiche
ed incrementando la spettanza del contraltare matematico il discorso
risulterebbe maggiormente determinato; ma se attingendo in questo
modo dalla matematica si circoscrive il designato possibile, cosi fa-
cendo il discorso slitta nella divulgazione, dal momento che la rete dei
sottintesi non consiste piti nel rimando generico ad un sapere (sto-
ricamente delimitato e da caratterizzare ‘ ontologicamente '), ma si pre-
cisa su addentellati che sono frammenti teorici, riespressi in forma pid
o meno involuta ma in quanto tali. La componente speculativa sembra
sottintendere e non designare: per questa ragione essa pud anche as-
sumere la forma di un’aspettativa epistemologica, riferita ad un futuro
a cui & demandata la costruzione di un referente matematico adeguato
alla traccia ontologica che essa prescrive. Su questo metro si pud valu-
tare la realtd delle idee (come chiameremo, per semplicita, I'argo-
mento delle considerazioni ‘speculative’), saggiarne la forza propul-
siva nell’'urgenza della richiesta che esprimono: per natura incomplete,
esse possono configurarsi in termini di esigenze epistemologiche, I'enun-
ciazione di un problema il cui corrispettivo matematico rappresenta
l'attuazione sollecitata dalla loro forma interlocutoria, la risposta ete-
rogenea rispetto al luogo in cui la domanda & stata formulata. Proprio
delle ‘idee’ sembra dunque il restare in questa sospensione: la loro
risoluzione avviene in qualcosa d’altro (in grado di provocare eventual-
mente un effetto retroattivo, una volta che la risposta matematica
venga precisata: cosi 1’esecuzione del programma logicista, conseguen-
te — fino a dove & stato possibile — alle richieste che originariamente
lo motivavano, ha mutato la stessa idea di logica, quale veniva col-
tivata in partenza). Sciogliere la loro forma allusiva significa dunque
estinguere il debito inscritto nella loro natura: una volta ‘comple-
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tate’ esse subiscono una metamorfosi, sia che attraverso I’adozione di
termini dal designato inequivoco si avvicinino progressivamente al tet-
ritorio matematico, arrestandosi alla contingenza di un’unica zona teo-
rica disponibile di fatto come referente o finendo col coincidere con
essa, sia che — esito differente ma possibile — precipitino altrove, as-
soggettate da una metafisica che, in quanto discorso ‘compiuto’, le
accolga prendendo possesso tramite loro della matematica che le mo-
tiva. Vivere in questo interregno sembra cosi consono alle ‘ idee ’: esse
rappresentano in qualche modo un testo che esige un contesto per sus-
sistere, senza che tale rinvio fuoriesca dall’indeterminato, pena la loro
confisca da parte di un’altra realta.

La componente  ontologica’ del discorso di Kempe potrebbe al-
lora essere indicata nell’idea di un sottofondo necessitante, retroscena
comune soggiacente alle presentazioni delle entitd matematiche entro
compartimenti teorici irrelati e motivati da semplici consuetudini cul-
turali, la cui realtd ‘oggettiva’ & invece rivelata dall’architettura di
‘essenze ’ che si tratta appunto di esplicitare (e per saperne di pid si
rileggano le metafore che si sono sprecate al proposito).

Ma se una tale idea non rinvia in modo necessario al luogo della
sua risoluzione (se non per il fatto che questa deve essere matematica,
non pid ‘ metafisica’, come Kempe imputava alle concezioni che I’ave-
vano preceduta), si pud ancora affermare che linterpretazione di Bo-
cher la disattende? In realtd costui ne rispetta il testo, alterandone il
contesto, e il fraintendimento rimane pertanto citcoscritto alla zona
della ‘ divulgazione ’.

Se abbiamo riesumato una teoria senza seguito dalle macerie di
cui la storia della matematica & disseminata, non & stato per accertare
lo scollamento, piuttosto ovvio, tra idee e teorie, né per mostrare che
nel linguaggio delle prime & difficile intendersi; d’altra parte, benché
neppure questa circostanza possa costituire una rivelazione, non tarde-
remo a constatare nel corso del prossimo capitolo che lo sfociare del-
P’uno sui molti avviene anche in direzione contraria: una teoria, molte
‘ interpretazioni *. E piuttosto il contesto matematico in cui questo
commercio ha luogo che deve attirare la nostra attenzione: nel caso di
Kempe, le ‘idee’ funzionano retoricamente a partire dal suo primo
scritto e non possono pertanto venir considerate alla stregua di un
mero intento promozionale (o decorso speculativo) della teoria. Se ci
atteniamo infatti alle sue dichiarazioni, esse si configurano inizialmen-
te come un sospetto (o un abbaglio) epistemologico, i cui indizi sono
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rappresentati da un’accumulazione di conoscenze matematiche che, se
pongono in discussione I’apparato speculativo preesistente, inadeguato
ad accoglierle, non reclamano un suo semplice aggiornamento ma sem-
brano esigere un radicale lavoro di riassetto: troppe, e troppo vistose,
.erano state le apparizioni di ‘ nuove entitd ’ perché non si manifestasse
un contraccolpo ‘ ideologico ’ nella concezione stessa di questa scienza.

Cid a cui si accinge Kempe & allora un progetto di riordinamento
teorico che rivela quale fosse il sommovimento in atto all’interno della
matematica: il ‘paradigma’ che lo sorregge rappresenta in questo
senso un’idea in grado di ‘ mediare’ tra l’accertamento di questo
stato di cose e la sua decifrazione teorica.

Una situazione analoga ci si ripropone su uno scenario piti ampio:
se guardiamo alla situazione della matematica di fine Ottocento, con-
statiamo la presenza di tutte le strutture fondamentali che costitui-
ranno di If a poco I'argomento dell’algebra astratta, cioé dei materiali
su cui si eserciterd una prima organica veduta strutturale ¥, Esse sono
rinvenute ‘in azione’ su zone differenti e in rispondenza a problemi
o intenti di diversa natura, e per quanto la loro ¢ fenomenologia’ possa
descrivere un percorso complesso (negli spostamenti delle loro ragioni
d’interesse o nella diversificazione del loro utilizzo), esse sono dispo-
nibili di fatto, contenuti su cui ci si confronta. Tuttavia, perché possa
instaurarsi una prospettiva strutturale, occorrerd approntarne l’esegesi,
accordando loro una ricezione non piti occasionale (relativa cio¢ al
loro luogo d’apparizione), bensi tematica, che facendone un modello
per uno stile di trattazione se ne riappropri a livello concettuale.

Se dovremo occuparci di quest’ultima dimensione, piti che delle
citcostanze matematiche che ne costituiscono il presupposto, apparira
chiaro come vi risulti implicato il problema del riconoscimento onto-
logico di quelle ‘ nuove entitd ’, come requisito che precede o agisce pa-
rallelamente al riasssstamento teorico destinato a inquadrarle in un’ot-
tica unificante. In questo frangente non avremo a fare con un ‘pa-
radigma’ che le assuma esplicitamente come proprio argomento: cet-
cheremo invece le loro tracce all’interno di un dibattito epistemologico
a pid voci che non le coinvolgerd se non come dettagli spesso margi-

87 Si vedano per esempio: J. Dieudonné, La difficile naissance des structures
mathématiques (1840-1940), in La culture scientifique dans le monde contempo-
rain, « Scientia », volume speciale 1979; J. Guérindon e J. Dieudonné, L’Algébre
depuis 1840, in J. Dieudonné e altri, Abrégé d’histoire des mathématiques (1700-
1900), vol. 1, cap. III (Parigi, Hermann, 1978).
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nali. Cosi, quantunque dalla vicenda di Kempe cio che & sembrato po-
tersi ricavare & che, se esiste un livello d’indagine adeguato al reperi-
mento di un’elaborazione concettuale, & quello d’accostarsi agli edifici
teorici come a monumenti (0 rovine ), indugeremo ancora nel tet-
ritorio delle idee, brancolando tra testi accomunati semplicemente dal-
l’attinenza con determinate problematiche ideali’: queste risulteranno
assolvere compiti di natura eterogenea ed esprimere orientamenti di-
versi, ma si tratta di quelle che s’accompagnarono al delinearsi di una
concezione strutturale, pur coinvolgendo altre situazioni (assiomatica,
fondamenti) che, quand’anche si intersecano con la prima, non possono
identificarvisi. Ci limiteremo, insomma, a rilevare le interferenze di que-
ste idee con la tematica strutturale (che rimarrd quasi costantemente
sullo sfondo), senza per questo costringerle in un itinerario teleologico,
facendo di una consonanza spesso precaria un destino.

Cosf, prendendo spunto dall’indizio assai poco vincolante della * ge-
neralizzazione *, non vogliamo proporre una scelta prospettica obbligata,
ma scegliere semplicemente una postazione favorevole alla ricostruzione
di un intreccio di idee che, quali possano esserne stati le utilizzazioni o
gli esiti, rappresenta ’humus da cui storicamente un logos structuralis
emerse. Tralasceremo dunque di ispezionare le motivazioni matematiche
che condussero a postulare I'intervento delle strutture per rintracciarne,
nella cattura da parte delle idee, ’eco della venuta.



CaprtroLo Privo

CIRCOSTANZE RELATIVE
ALL’APPARIZIONE DEL PENSIERO STRUTTURALE

« La matiére ne leur importe pas, la
forme seule les intéresse »
HENRI POINCARE, La Science et I’ Hypothése

1. - FIGURE DELLA GENERALIZZAZIONE.

In un articolo che Hadamard dedica nel 1912 al nascente ‘ calcolo
funzionale ’ ' la generalizzazione funziona come paradigma della teoria:
¢ la sua isagoge o lezione speculativa, piti che un’occasione la necessita
stessa di trasporla nel linguaggio delle idee, dal momento che & addirit-
tura la motivazione dell’apparire della teoria ad essere proposta su que-
sta falsariga, innestata com’¢ lungo un percorso teleologico (la storia di
una ‘ generalizzazione ’, appunto) che prende le mosse dall’invenzione
del calcolo infinitesimale. Secondo Hadamard, infatti, questo avveni-
mento « non ha costituito semplicémente un perfezionamento della ma-
tematica, ma ha contrassegnato un cambiamento radicale del suo orien-
tamento » ? e sono le tappe di un’ascesa verso I’astratto che scandiscono
questo mutamento ontologico che carattetizza la funzione quale en-
titd matematica per eccellenza. La matematica, tuttavia, non ha cono-
sciuto da un giorno all’altro questa trasformazione del proprio oggetto,
ma ’ha ottenuta nel corso di un’evoluzione (sorta di stratificazione suc--
cessiva), di cui Hadamard si appresta a ricostruire la ‘ storia’ secondo

1 J. Hadamard, Le calcul fonctionnel, « L’ Enseignement Mathématique », XIV
{1912).

2 Ibid., p. 5.
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una trama molto lineare: i primitivi oggetti della matematica, i numeri,.
inizialmente « concepiti come conosciuti e fissi » 3, vengono assoggettati
dalla trattazione algebrica e considerati come incognite; in seguito, si
trattano come variabili continue, ottenendo una prima versione del con-
cetto di funzione (che subird successivamente la trasformazione in cor-
rispondenza arbitraria): le funzioni stesse vengono quindi sottoposte ad
operazioni algebriche e infinitesimali, e — attraverso un ricorso dell’evo-
luzione vissuta a suo tempo dai numeri — si & portati a considerarle
come incognite. Questo resoconto semplificato dissimula una storia ‘ rea-
le’, con le proprie impellenze e le proprie ragioni; Hadamard non si
sogna certamente di delineare nel puro piacere della generalizzazione il
motore del progresso matematico: riposano altrove, al di 1a di questo.
scenario estetizzante, le richieste che ne hanno contrassegnato il divenire.
Nondimeno & sulla base di questo disegno analogico che si possono in-
dovinare le piste da battere: allo stadio a cui si & giunti, afferma infatti
Hadamard, « si ragiona ancora su una funzione ben determinata, quan-
d’anche rimanga incognita; inoltre le operazioni che le si fanno subire
sono di un tipo ben determinato: quelle del calcolo algebrico ordinario e
del calcolo infinitesimale » %, Ecco allora configurato il movente della
nuova teoria, quasi fosse il compimento di una prescrizione teleologica:
« Se si vuole continuare a seguire, per cido che concerne le funzioni, la
stessa via che & stata percorsa partendo dai numeri, occorrera considerare
la funzione medesima non piti come scelta una volta per tutte, ma conti-
nuamente variabile, ed a farle subire (...) operazioni pid o meno arbi-
trarie » 5. Sono questi, per Hadamard, i tratti caratteristici di quella
branca della matematica che va sotto il nome di ‘ calcolo funzionale’, in
cui «si deve scorgere il proseguimento e la conseguenza naturale del
calcolo infinitesimale e della corrente d’idee che I’ha fatto nascere » ©.
L’utilitd della nuova teoria non & con cid garantita che insufficien-
temente: « non basta — si affretta a precisare Hadamard — una di quelle-
analogie che troppo spesso si fregiano del nome di logica » 7 e che, se
possono « suggerire le idee », non sono in grado di soppesarne il valore;
occorre invece ricavarne la controprova da un ordine eterogeneo di con-

3 Ibid., p. 9.
4 Ibid., p. 10.
5 Ibid.

6 Ibid.

7 Ibid., p. 11.
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siderazioni, attraverso la fecondita, cio¢, delle loro applicazioni o le sol-
lecitazioni (esterne) che le hanno richieste consentendo loro di presen-
tarsi come « naturali allo spirito » ®. In effetti, & sulla base di esigenze
della meccanica che si sono poste le prime questioni di calcolo funziona-
le, mentre le molte sue altre utilizzazioni in sede fisica ne testimoniano
ulteriormente I'importanza. Ma tutto cid, a sua volta, non basta a con-
ferire ad un cumulo di risultati matematici un contegno unitario, a far-
ne una teoria: questo assetto &, viceversa, perfettamente adeguato alla
traccia analogica descritta in precedenza. Ora, & proprio questo disegno
epistemologico che sembra essere stato avventato, stando per lo meno
a questo giudizio di Dieudonné: « Volterra, ispirato dal Calcolo delle
variazioni, concepi 'idea di un nuovo ‘ Calcolo infinitesimale’ in cui i
¢ funzionali * sostituivano le funzioni dell’Analisi classica: tentativo che
ci appare oggi un po’ prematuro, dal momento che le nozioni algebriche
e topologiche che sono alla base dell’attuale Analisi funzionale erano
pressoché inesistenti a quell’epoca, tanto che i lavori compiuti in questa
direzione, specialmente da Hadamard e P. Levy, non si sono mostrati
fin qui molto fertili di conseguenze importanti » °.

Per parte sua Hadamard avverte, a conclusione dell’articolo, la per-
dita di evidenza che questa progressione verso 1’astratto comporta: non
si pud piti avere confidenza con I’ambiente che ospita gli oggetti di cui
ci si sta qui occupando, perché « il continuo funzionale (...) non offre al
nostro spirito alcuna immagine semplice. L'intuizione geometrica non ci
insegna nulla, ¢ priori, sul suo conto » *°. Sicché, mentre 1’analisi classica
poteva fare affidamento, fino a un certo punto, sull’evidenza che guidava
nella scoperta delle proprieta del continuo, il calcolo funzionale sembra
poggiare su un terreno totalmente sconosciuto: « siamo obbligati », con-
.clude Hadamard, « a rimediare a questa ignoranza e non possiamo farlo
che analiticamente, creando per il continuo funzionale un capitolo della
Teoria degli insiemi » ''. Vengono menzionati al proposito i primi lavori
«di Fréchet.

Le ricerche di Fréchet, a dire il vero, assumeranno un orientamento
<differente da quello prefigurato da Hadamard propric quanto al
modo della generalizzazione, tanto che Fréchet si sen-

8 Ibid.

9 Abrégé d’bistoire des mathématiques, cit., vol. II, cap. VIII, p.152.
10 Hadamard, op. cit., p.17.

u 1bid.
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tira in dovere di distinguere 1’ ‘ analisi generale’, di cui si occupa, dal
calcolo funzionale propriamente detto, la prima essendo contraddistinta
dalla possibilita di prescindere dalla natura degli oggetti che saranno at-
gomento delle ‘ funzioni ’, contravvendendo in tal modo allo schema ge-
rarchico proposto da Hadamard e corrispondente alla concezione quasi
scolastica della generalizzazione che gli abbiamo visto teorizzare. Cosi
Fréchet abbandona I’idea di un ordinamento cumulativo delle entita, se-
condo cui, assicurato uno stadio, possiamo abbandonarlo per dedicarci
all’esplorazione di quello superiore: quando Hadamard presentava la
funzione come nuovo oggetto della matematica, non parlava infatti
metaforicamente, perché la generalizzazione a cui si giunge per prosecu-
zione di quanto — a suo parere — ha contrassegnato ’evoluzione di que-
sta scienza immette precisamente in un livello in cui le funzioni sono
assunte in qualitd di individui, ottenuti per sovrapposizione rispetto al
piano sottostante. Per Fréchet, invece gli oggetti che cadono sotto la
nostra considerazione vanno considerati ‘in astratto’, smontando in
pratica I'universo gerarchizzante di Hadamard, e le proprietd infinitesi-
mali che si riscontreranno sussistere ai vari livelli non saranno pid appa-
rentate analogicamente (in conformita, se si vuole, all’arcaico * principio
di permanenza’), ma si parlerd delle stesse proprieta che agiscono su
domini distinti. Questo mutamento nel concepire la generalizzazione non
si compie nell’ovvietd né senza resistenze, perché contraddistingue una
trasformazione del discorso matematico: la possibilita di questo effettivo
incamminamento verso 1’astratto & offerta dalla disponibilitd di una teo-
ria degli insiemi che configura in tal modo gli oggetti.

Ma non basta questo fatto a far si che il discorso matematico as-
suma un andamento strutturale, per quanto si possa considerare un pre-
requisito: a questo proposito vale la pena di ricordare che uno dei primi
lavori di Fréchet consiste nel riaccomodamento, se si vuole, di una
¢ generalizzazione ’ insiemistica, il risultato di Cantor, ciog, che eguaglia
le potenze della retta e del piano 2, Alla sorpresa suscitata da questa sco-
perta fece ben presto seguito I'insoddisfazione cui dava adito: la trascri-
zione in puri termini insiemistici delle entitd matematiche le impoveri-
sce in modo irrimediabile, tanto da permettere equiparazioni di cid che
Pintuizione si rifiuta di accomunare. Ma cosa significava quell’apparen-
tamento se non l'aver privato i due spazi della loro struttura? E del

12 M. Fréchet, Les dimensions d’un ensemble abstrait, « Mathematische Anna-
len », LXVIII (1910).
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resto cid di cui gia Dedekind era consapevole quando asseriva, rispon-
dendo a Cantor, che la corrispondenza tra i due insiemi non avrebbe
potuto risultare continua. Ora, Fréchet si preoccupa precisamente di con-
servare un significato matematico all’idea intuitiva di dimensione che-
veniva rimossa dall’appiattimento insiemistico. Occotreva raffinare il cri-
terio di comparazione e restringere pertanto la portata della ‘ generaliz-
zazione ’: quest’ordine di idee immette in considerazioni di natura topo-
logica e Fréchet sara un protagonista dell’edificazione di quel sottofondo
di cui Dieudonné lamentava la mancanza.

Avremo occasione di ritornare su questi temi nel corso del prossimo
capitolo: per ora ci interessa piuttosto cercare il versante ‘ speculativo’
che Fréchet accorda alla ‘ generalizzazione ’. Lo scritto da cui desumiamo:
il suo orientamento in proposito & una relazione che Fréchet presenta
ai Colloqui di Zurigo del 1938 ®, dunque piuttosto tardo (e successivo:
all’assetto definitivo che hanno assunto le sue ricerche in fatto di ‘ ana-
lisi generale’): esso ci offre pertanto un resoconto tanto pid significa-
tivo in quanto redatto ‘ a cose fatte ’. Lo spunto da cui Fréchet prende
le mosse & costituito dall’opinione, che si prefigge di confutare, secondo
cui la matematica « si riduce a una scienza deduttiva »: se le cose stes-
sero veramente cosi, cioé se la matematica consistesse semplicemente in
una successione di trasformazioni logiche, essa non potrebbe essere altro
che «un gioco dello spirito senza alcuna portata » 1. Ma la direzione
dei suoi progressi non & imposta soltanto da necessita  interne ’ (orga-
nizzazione, sistemazione, semplificazione dei risultati), ma essenzialmen-
te da « appelli venuti dal di fuori, da problemi concreti posti dalla na-
tura e dalla tecnica » ¥, perché & lo studio del ‘ mondo reale ’ che ha ge-
nerato la matematica ed a questo essa deve tornare per giustificare la
propria esistenza. Per Fréchet qualsiasi branca di questa scienza & costi-
tuita da quattro apporti fondamentali, di cui P'aspetto deduttivo non
rappresenta che la parte centrale, preceduta da una « sintesi induttiva »,
a cui seguird uno stadio assiomatico « in cui dai risultati di questa sin-
tesi induttiva viene fatto emergere l'insieme delle definizioni e degli as-
siomi che serviranno da punto di partenza per la teoria deduttiva » ',

13 M. Fréchet, Les origines des notions mathématiques (si trova in M. Fréchet,
Les mathématiques et le concret, Parigi, PUF., 1955, cap. II).

% Jbid., p. 13.
15 Ibid.
16 Ibid.
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terza componente, appunto, da tenere in considerazione, a cui subentrera
« la verificazione delle conseguenze di questa teoria quando si sostitui-
scono alle nozioni astratte che vi compaiono le nozioni concrete che esse
hanno il compito di rappresentare schematicamente » . C’¢ da chiedersi
in che cosa consista questa ‘ verificazione ’ nel caso di teorie astratte in
cui « le proprietd non dipendono dalla natura degli elementi considera-
ti » ¥ alle quali Fréchet riconosce per altro di aver dedicato la maggior
parte dei suoi sforzi, ché in fin dei conti si tratta qui per lui di giustifi-
care il proprio lavoro: infatti il ‘ concreto ’ configurato in questo stadio
¢ effettivamente tale, quanto quello da cui proviene la ‘sintesi indut-
tiva’; la matematica, insomma, & concepita come semplificazione sche-
matica delle rappresentazioni sensibili ed i suoi oggetti come approssi-
mazioni ideali di realtd fisiche, una concezione alquanto singolare se si
pensa alle entitd astratte con cui Fréchet ha avuto a fare in sede mate-
matica. Il fatto & che, a suo parere, capita allo scienziato d’introdurre
nozioni « puramente matematiche », svincolate dal rapporto diretto con
lo studio del mondo sensibile (per quanto tutte le nozioni ‘ fondamen-
tali’ rimangano imposte da problemi di origine concreta): si tratta in
ogni caso di artifici di cui si potrebbe fare a meno, « ma che semplifi-
«cano il linguaggio e forniscono potenti mezzi di dimostrazione e di sco-
perta » ©°, Cosi il matematico ha il diritto di creare nuove nozioni « in
astratto », dove ‘ astratto ’ significa pet Fréchet il semplice affrancamen-
to da un legame necessitante con il mondo esterno, legame che, per
parte sua, viene configurato con temeraria disinvoltura.

Fréchet si dedica allora alla descrizione di due modi « alquanto ge-
nerali » attraverso cui queste nozioni vengono introdotte. Il primo si
riassume sotto lidea di prolungamento e consiste essenzial-
mente nel liberare delle proprietd da restrizioni che esse incontrano in
seno ad una determinata classe di entita, definendo una nuova classe che
.contenga la precedente e nella quale esse risultino sempre soddisfatte.
La genericita della formula permette di far rientrate in questo schema
tanto ’ampliamento degli interi ai razionali, dei razionali ai reali e dei
reali ai complessi, quanto il passaggio dallo spazio metrico a quello
proiettivo o anche il prolungamento analitico. Il secondo espediente ’

17 Ibid., p. 22.

8 M. Fréchet, Sur une désaxiomatisation de la science (cap. 1 di Les mathé-
matiques et le concret, p. 1).

19 Fréchet, Les origines, pp. 36-37.
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per lintroduzione di ‘entitd artificiali’ verte invece sulla generalizza-
zione in quanto astrazione progressiva, nella sua accezione plurimillena-
ria di depauperamento del concreto: prescindere da aspetti di oggetti o
di fatti concreti per non conservarne che certe caratteristiche costituisce
infatti per Fréchet il procedimento « impiegato per portare una nozione
dal di fuori all’interno della matematica » ®, ed una volta giunti a que-
sto stadio nulla ci vieta di reiterare lo stesso metodo, applicato questa
volta agli oggetti matematici. E in questo modo che Fréchet configura la
nascita del calcolo vettoriale: la constatazione d’equivalenza tra vari teo-
remi vertenti a volta a volta su forze, velocita, rotazioni ha condotto ad
interrogarsi sull’origine di questa similitudine e conseguentemente a so-
stituire alle precedenti nozioni quella di vettore, che fornisce « una rap-
presentazione molto imperfetta e molto incompleta di una forza o di
una velocitd, ma che & sufficiente dal punto di vista delle loro proprieta
comuni » 2. La generalizzazione cosi attuata, conclude Fréchet, & consi-
stita nel trascurare certe caratteristiche degli elementi presi in conside-
razione, per quanto abbia lasciato loro ancora un significato geometrico:
ma accade altrimenti nel caso dei gruppi astratti, esempio di un’astra-
zione « spinta all’estremo », conformemente alla quale & stata edificata
una teoria generale indipendente tanto dalla natura degli elementi del
gruppo, quanto da quella della sua legge di composizione. Fréchet non
ha altro da aggiungere in proposito se non che la scelta delle definizioni
assolve una mansione decisiva, in consonanza al celebre motto che Poin-
caré aveva formulato trent’anni addietro e che Fréchet riporta a con--
clusione del suo intervento: « La matematica & I'arte di dare lo stesso
nome a cose differenti. Accade che queste cose siano differenti quanto
alla materia, ma simili per quello che concerne la forma, che esse pos-
sano — per cosi dire — venir inserite in uno stesso stampo » 2.

Ma gli avvenimenti matematici intercorsi durante questo trentennio
(tra cui i lavori dello stesso Fréchet) erano stati assai significativi da que-
sto punto di vista e, se potevano essere addotti a conferma delle vedute
di Poincaré, avrebbero comunque motivato un commento meno dimes-
so: ma & tutto 'impianto epistemologico di Fréchet che appare stonator

2 Ibid., p. 39.
2 Ibid., p. 40.

2 Ibid., p. 43 (citato da L'avenir des mathématiques [19081). 11 motto ricom-
pare in vari scritti di Poincaré.
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al riguardo, improntato com’® al pili gretto empirismo ® e tanto pid de-
ludente se si pensa alla pratica matematica che gli fa da contraltare. Di
fronte a quest’ultima, infatti, le concezioni filosofiche di Fréchet appaio-
no inadeguate, diremmo addirittura incongruenti se non sospettassimo
di simili criteri di ‘ congruenza ’: perché, se ancora ve ne fosse bisogno,
rittoviamo in questo frangente lo scarto che sussiste tra idee e teorie,
ancor pit eloquente in quanto testimoniato da un’unica persona, trat-
tandosi delle idee che Fréchet professa a proposito di quella che & la sua
attivitd professionale %,

Ma torniamo al calcolo funzionale ed alla sua risonanza epistemolo-
gica: la sua apparizione dovette essere ben vistosa se Maximilien Winter
poteva, nel 1913, scorgere in esso « la manifestazione pid importante
delle matematiche contemporanee » %. La presentazione che ne fornisce,
rilevandovi la consonanza ad un « movimento di idee », & adeguata al
taglio prospettico che abbiamo scelto: per Winter, infatti, il calcolo fun-
zionale & stato allestito « risalendo alle fonti stesse della scienza mate-
matica » e si configura in primo luogo come « generalizzazione e appro-
fondimento dei principl dell’analisi classica » *, perché & precisamente
alla confluenza di generalizzazioni diverse che la nuova teoria s’installa.

La prima di queste ricalca press’a poco lo schema che abbiamo visto
proposto da Hadamard (per quanto sorretto da una ricostruzione storica
senza dubbio meno frettolosa) e consiste nell’estensione dell’idea di con-
tinuo, nella sua riproposizione, cioé, ad un livello superiore, contrasse-
gnato dalla generalizzazione del concetto di variabile che viene determi-

2B Altrove, del resto, Fréchet letteralmente “non ci sente’: per constatare la
sua disarmante sorditd in proposito si leggano i suoi interventi nel corso della
discussione che segue alle relazioni di J. Cavailles e A. Lautman in « Bulletin de
la Société frangaise de Philosophie », XL (1946).

2 Tn un recente articolo dedicato alle vedute epistemologiche di Fréchet, J. L.
Destouches se ne esce con questa dichiarazione: « Dal punto di vista filosofico (...)
si pud dire che Fréchet sia il nonno di Bourbaki » (Les apercus philosophiques de
Borel er Fréchet, « Epistemologia », IV [1981], p. 148). Viceversa, come s’ visto,
& precisamente ‘ dal punto di vista filosofico’ che Fréchet non pud venir conside-
rato ‘il nonno di Bourbaki’.

25 Maximilien Winter, Les Principes du Calcul fonctionnel, « Revue de Méta-
physique et de Morale », XXI (1913), p. 462. La scelta di questo articolo non &
peregrina come potrebbe sembrare; costituisce anzi una testimonianza quanto mai
significativa della vita delle ‘idee’, se Fréchet lo cita di continuo nel corso del-
Tarticolo che, nel 1925 e sulla stessa rivista, dedica alla ‘analisi generale’, nel
quale si legge che « dopo l'esposizione di Winter molti matematici si sono

interessati all’analisi generale » (XXXII, p. 5, spaziatura nostra).
% Winter, op. cit., p. 462.
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nato nel passaggio dalla variabile numerica a quella funzionale. Un suc-
cessivo apporto che & intervenuto nell’approntamento della teoria si fon-
da su un’ispirazione di differente provenienza: se quella geometrica rap-
presenta I’antecedente intuitivo della precedente generalizzazione, questa
si presenta invece come proseguimento dell’orientamento aritmetico e si
riconnette all’idea di sviluppo in serie. Cosi Hilbert pud pensare una
funzione come dipendente da un’infinitd numerabile di variabili dipen-
denti e ambientarla a titolo di ‘ punto’ in uno spazio di dimensione in-
finita. « Concependo I'analisi come un’algebra a un’infinita di variabili
— scrive Winter — la connessione delle idee che stanno alla base del-
’algebra con quelle che servono da fondamento all’analisi ¢ stabilita nella
maniera pid profonda » 7, configurandosi, appunto, nella forma di una
generalizzazione. La terza componente che concorre alla costituzione del
calcolo funzionale verte sulla « generalizzazione delle proprietd formali
delle operazioni » 2 e la sua ascendenza ‘ ideologica’ & fatta risalire alle
concezioni di Leibniz, che per primo concepisce « Iidentitd formale di
operazioni in realta differenti » ®, e di Servois che, studiando sistemati-
camente le leggi del calcolo, ne evidenzia Iattualita sia a proposito delle
funzioni, sia a proposito delle operazioni, facendo cosi emergere la pos-
sibilita di « trattare I'operazione come un oggetto » ®. E tuttavia con
Boole e Grassmann che « viene esplicitamente indicato il punto di vista
formale » 3!: le nozioni di eguaglianza, somma, prodotto, si applicano
infatti tanto ai numeri quanto alle operazioni stesse; leggi come la com-
mutativitd o la distributivitd si scoprono valere per le operazioni arit-
metiche come per quelle del calcolo differenziale. L’ultima tappa di
questo percorso consiste nel ridurre I'idea stessa di operazione a quella
di cotrispondenza funzionale in modo che 1'uniformita di linguaggio cosi
ottenuta sia rivelatrice di uniformitd di fatto che intervengono nello
studio del calcolo funzionale.

Se le numerose applicazioni in meccanica e in fisica testimoniano
della feconditd della nuova teoria e sono garanti della sua * obiettivita ’,
Winter adombra nell’interferenza delle idee che hanno portato alla sua
costruzione qualcosa di diverso dalla « coincidenza con le linee di strut-

7 Ipid., p. 466.
B [bid., p. 467.
® Ibid., p. 471.
2 Ibid., p. 473.
3 [hid.

3 L. VERCELLONI, Filosofia delle strutture.
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tura del reale » ¥, una sorta di verita infrateorica: « La misteriosa unita
(...) che avvicina le teorie in apparenza pid lontane, perde il suo carat-
tere misterioso se si ricorda che originariamente e per i bisogni della
dimostrazione logica si ritagliano brandelli da nozioni reali, complesse e
sintetiche, e si lavora su questi frammenti d’idee, se cosi si pud dire » *.
E il presagio d’'un’altra lingua, di un dislocamento degli interessi della
matematica conseguente alla metamorfosi dei suoi oggetti ‘reali’ in
nozioni ‘ artificiali * da esaminare iz vitro? Niente affatto: non & ad una
matematica ‘ strutturale ’ che & riservato il lavoro su quelle entitd in-
complete, non & a un’adeguata forma del discorso che & demandata la
rivelazione di confluenze teoriche, ma all’« opeta del genio », a cui spet-
terd di « accostare gli uni agli altri quei frammenti che si erano in pre-
cedenza separati » .

Al di 12 di questo annuncio enigmatico, in effetti, nulla di preciso
¢ detto a proposito del suo compimento (se non un suo intervento sto--
rico riscontrabile a posteriors), per quanto quest’idea di ‘unitd’ si ac-
compagni spesso, come di necessitd, a quella di generalizzazione, se
quest’ultima non vuole ridursi « a sviluppare per se stesse teorie pura-
mente astratte, smarrendosi sul terreno della logica formale e della sco-
lastica » %, dal momento che le generalizzazioni — afferma Winter a pro-
posito di Fréchet — « sono interessanti nella misura in cui permettono
di far progredire le teorie particolari ed i problemi ben determinati da
cui esse sono sorte » ®. A quest’affermazione fanno tuttavia da contral-
tare alcuni giudizi formulati da Winter in altro luogo riguardo ai « ca-
ratteri dell’algebra moderna » ¥ le teorie algebriche gli si presentano
infatti dotate di « una sorta di vita autonoma » %, ovvero svincolate dal-
la loro motivazione d’origine (la soluzione, appunto, di problemi parti-
colari, come il calcolo delle radici di un’equazione genetica di un grado
determinato). In effetti, « cercando di superare le difficolta che s’incon-
trano nei problemi di risoluzione delle equazioni algebriche, sono stati

2 Jbid., p. 463.

3B Ibid., pp. 462-463.

34 Ibid., p. 463.

35 Ibid., p. 509.

36 Ibid.

31 M. Winter, Caractéres de Ualgébre moderne, « Revue de Métaphysique et
de Morale », XVIII (1910).

38 Ibid., p. 491.
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formulati i principi di teorie che — inizialmente semplici dottrine ausi-
liarie — dovevano avere una risonanza considerevole sull’intera scienza
matematica » ¥, testimoniando di quell’ ‘ arcana solidarieta ’ tra le mate-
matiche di cui abbiamo sentito parlare Winter a proposito del crocicchio
-epistemologico da cui scaturisce il calcolo funzionale. Cid sembra con-
traddistinguere ai suoi occhi una costante del progresso matematico nei
tempi recenti, un percorso di « elementarizzazione » che si compie paral-
lelamente a quello d’accrescimento e che ne capovolga P'ordine storico
d’acquisizione: la nozione piti profonda, scoperta per ultima, da punto
d’arrivo si fa punto di partenza, venendo assunta come ‘ principio ’*®.
La trasparenza che viene cosi ottenuta permette di considerare ’algebra
.come « fine in sé », produttrice di teorie generali e non pit come sem-
plice ‘mezzo’ che « fornisce algoritmi che altre scienze impiegheran-
no » *. Questo conferimento d’assenso, questo accordo d’interesse (che
una considerazione di dignita rende tale, cioé autosufficiente), sembra
dunque essere il passo richiesto ad yna generalizzazione perché essa
possa insediarsi nella zona franca del sapere.

Ritroviamo questa e le altre  idee * che fin qui abbiamo incontrato,
disposte in una prospettiva meno occasionale (perché & su di esse che
viene intessuta la trama del discorso), in un testo i cui intenti oltrepas-
sano la promulgazione — o l'agiografia — di una determinata regione
teorica e pretendono invece alla caratterizzazione * filosofica * del pensie-
ro matematico nel suo complesso: si tratta di una serie di lezioni che
Eduard Le Roy tiene nel corso del secondo decennio del secolo al Col-
lége de France®, E la ‘ matematica pura’ che infatti si ha qui di mira,
in quanto « tipo originale ed autonomo del sapere » ®, che ha il suo og-
getto nella « rappresentazione intelligibile in quanto tale » # ed incon-
tra nel suo svolgimento « alcune idee fondamentali di cui dispone il no-
stro pensiero, delle quali esplora e sviluppa i recessi, esplicitandone la
ricchezza latente e determinandone I'uso legittimo » . Non tarderemo
a constatare che sard proprio 'osservanza di questo taglio d’indagine a

3 Ibid.

40 Cfr. p. 496 (ibid.).

4 Jbid., p. 497.

2 E. Le Roy, La pensée mathématique pure, Parigi, P.UF., 1960.
4 Ibid., p. 2.

# Ibid., p. 5.

45 Ibid.
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rivelarne le difficolt, la sua aderenza a questo disegno a comportarne un
esito ambiguo: ma esaminiamo dapprima la collocazione delle idee ’ di
cui ci stiamo occupando all’interno di quest’edificio, iniziando, come di
consueto, dalla generalizzazione ®. Questa & per Le Roy il metodo adot-
tato costantemente in matematica, presente ad ogni suo stadio ed espli-
cativo del suo progresso; in accordo alla specificitd del sapere a cui ap-
partiene, essa & inoltre irriducibile alla sua versione tradizionale. La
concezione classica della generalizzazione, infatti, & d’ispirazione gram-
maticale e si configura come un’operazione classificatrice basata sull’astra-
zione di caratteri comuni a partire da concetti dati, in modo che esten-
sione di un’idea procede in ragione inversa a quella della sua compren-
sione, I'indeterminazione crescendo con la generalitd. Ma « dal punto di
vista matematico » le cose stanno altrimenti: il procedimento matematico
che « si osserva » in questo caso consiste nel porre la definizione di una
entitd matematica anteriormente costruita « sotto forma nuova, equiva-
lente alla prima in rapporto alle, teorie gia sviluppate, ma questa volta
generalizzabile, ciog¢ in modo che faccia apparire il vecchio concetto come
caso particolare, come una degenerazione di un essere matematico nuovo,
la cui definizione viene cosi suggerita. Il momento decisivo dell’opera-
zione & quello in cui il concetto iniziale & considerato da un punto di
vista che lo mostra centro di sostegno metodico in cui si raccordano due
vie di calcolo » ¥/. La guida analogica che sorregge 1’argomentazione di
Le Roy & evidentemente offerta dall’aritmetizzazione dell’analisi, benché
egli possa far rientrare in questa figura anche le potenze degli insiemi
infiniti a partire da quelli finiti, o l'integrale secondo Lebesgue rispetto
a quello secondo Riemann. In ogni caso si motivano le ragioni della re-
frattarietd di questa pratica nei confronti di quella prospettata dalla tra-
dizione filosofica: la generalizzazione matematica, se « & vero che si tra-
duce in un accrescimento del concetto, (...) non si compie tuttavia per
comparazione dei concetti ed astrazione dei caratteri comuni » %; essa
& invece « operatoria » e la comprensione che comporta non viene impo-
verita, perché « il concetto generalizzato resta determinato e ricco quan-
to lo era quello iniziale » ®, la sola differenza consistendo nella sparizio-
ne di-certe ¢ impossibilitd operatorie *. Ne risulta un’architettura gerar-

4 Cfr. cap. XXII (ibid.).
4 Ibid., p. 260.

® Ibid., p. 264.

4 Ihid.
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chica, in cui i vari livelli vengono ritrasportati sul piano superiore, il
quale per parte sua (una volta che ne venga determinata la « funzione
d’insieme ») forma un complesso operatorio omogeneo. « Vasti sistemi
operatori sono cosi studiati una volta per tutte e funzioneranno ormai
come una sorta di nuova operazione elementare, senza che sia necessario
ripercorrerne continuamente i dettagli interiori » ¥: il che & rivelatore
del fatto che « conviene prestare attenzione piti agli insiemi che ai loro
elementi », realizzando in tal modo un’economia di pensiero che & in
grado di rivelare tra gli enti matematici presi in considerazione delle
« analogie profonde », « che dipendono dalla specificita del raggruppa-
mento e che il ritorno agli elementi primi, considerati a uno a uno, fa-
rebbe svanire » . Su queste ‘ analogie’ si fonda una « classificazione
per famiglie naturali » %, di cui non si potrebbe esagerare I'importanza
dal momento che « cid che di senso e valore a un concetto & precisa-
mente di non essere isolato, (...) di prendere posto in una gerarchia go-
vernata dai rapporti di rassomiglianza e di differenza » *. Cosi, come os-
serva Poincaré, si consegue un progresso quando alla composizione dei
vettori viene dato il nome di ‘addizione’, « perché la si fa apparire
come tientrante in una certa categoria di operazioni che formano un
gruppo » *, generalizzando in tal modo I'idea di addizione (per quanto
scompaia in questo caso I’assetto gerarchico precedentemente apparso in
qualitd di componente necessaria alla generalizzazione).

Nonostante il suono ‘ strutturale * di queste considerazioni, non ci
troviamo in effetti in presenza che di una campionatura d’idee (come la
natura ‘ operatoria’ della matematica, la ‘ funzione logica d’insieme’,
la rivelazione di  analogie profonde’), che funzionano come elem<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>